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RESUMEN

En el presente trabajo se describen los procesos y resultados obtenidos de un estudio
comparativo entre diferentes métodos de interpolacion para la generacion de Modelos
Digitales del Terreno (MDT) con fines cartograficos.

Los métodos estudiados en este trabajo son : Inversa a la Distancia, Kriging, Vecino
mas Préximo, Curvatura Minima, Funciones de Base Radial, Triangulacion con Interpolacion
Lineal y Superficie de Tendencia.

A partir de una restitucion fotogramétrica del “Cerro Chenque”, ubicado al norte de la
ciudad de Comodoro Rivadavia en la Provincia de Chubut, se elaboré un archivo con
coordenadas (X, Y, Z). Este procedimiento gener6 una densa masa de datos (muestreo)
sobre toda la extension del area de 1400 por 800 metros, cubriendo los rasgos morfolégicos
del cerro.

La comparacion se realizé de forma estadistica y grafica. La primera comprende dos
niveles de analisis del modelo, uno global y otro mas detallado para determinar las
discrepancias en cada sector del mismo, mientras que la segunda se basa en las principales
salidas de los MDT. Esto permitié6 determinar las fortalezas y debilidades de las diferentes
técnicas para la construccion de un MDT.

Entre los métodos de interpolacion estudiados, se destaca el método de Funciones
de Base Radial con la funcion Multicuadratica, el cual no se encuentra entre los mas
populares y ha mostrado obtener MDT de buena calidad con resultados similares al de
Kriging, tanto desde el punto de vista estadistico como en el comportamiento grafico.

Otro método que demostré alta fidelidad es la Triangulacién con Interpolacion Lineal,
del cual se resalta su especialidad para la construccion de las lineas estructurales del
relieve, como drenajes, divisorias de agua y cambios bruscos de pendiente.

Los resultados con densidades de muestreo bajas, demostraron que los tres
métodos mencionados, son los Unicos que pueden generar MDT 6ptimos. Para ello los
muestreos deben tener una regularidad espacial y estar densificados en las zonas criticas
del relieve.

Luego de haber estudiado varios métodos se puede decir, que la generacién de un
modelo de calidad esta sujeto a la eleccion del método de interpolacién apropiado, de
acuerdo al tipo de muestreo y los requerimientos de salida.



1. INTRODUCCION

Segun indican los estudios realizados por Palleja y Passini (1984), asi como también Ugrin
(1990), el proceso de modelacién digital se divide en tres etapas, que son abordadas en
este trabajo: adquisicion primaria de datos, proceso de conversién de datos y desempefio o
performance.

Para generar un MDT se parte de un suficiente niumero de puntos distribuidos sobre
toda la extension del terreno (adquisicion primaria de datos), obtenidos por métodos de
levantamiento directos o indirectos, dentro de estos ultimos se encuentra el fotogramétrico.
Una de las caracteristicas de esta técnica es la posibilidad de abarcar grandes extensiones
de terreno, como presenta el Cerro Chenque. Para la adquisicion de datos el operador
fotogramétrico realizé una importante seleccion de puntos de acuerdo a los detalles del
relieve. A través de la representacion altimétrica con curvas de nivel y los rasgos
morfolégicos mas destacados, se obtuvo una gran densidad de puntos distribuidos
irregularmente que se adaptan a la morfologia del cerro, conformando el muestreo de datos.

Posteriormente dicho muestreo es usado para el proceso de conversion de datos,
mediante la eleccion de un apropiado método de interpolacion. Este proceso genera los
datos distribuidos seguin una malla o gnilla regular, formada por nodos o vértices con
coordenadas (XYZ), reemplazando a los datos originales distribuidos irregularmente.

Finalmente, el desempefio o performance, corresponde a la precision del modelo de
acuerdo al tratamiento de las dos primeras etapas. La obtencion de los resultados de estos
procedimientos para la generacion de modelos digitales, son abordados en este trabajo
mediante una comparacion estadistica y en segundo lugar, una evaluacion grafica a traves

de imagenes 3D, curvas de nivel y perfiles topograficos.

1.1.0bjetivo

El objetivo de este trabajo es evaluar la fidelidad de los diferentes métodos de interpolacion
espacial, comunmente utilizados para generar modelos digitales del terreno, mediante
comparaciones estadisticas y graficas.

Los métodos estudiados son: Inversa a la Distancia, Kriging, Vecino mas Préximo,
Curvatura Minima, Funciones de Base Radial, Triangulacion con Interpolacion Lineal y
Superficie de Tendencia. Son experimentados con diferentes densidades de muestreo y
parametros propios de cada método para determinar la forma de obtener 6ptimos modelos
digitales.



1.2.Métodos utilizados para la evaluacion
Primero es necesario conocer el fundamenfo tedrico de cada método de interpolacién, para
luego producir una gran cantidad de modelos y realizar la evaluacion de los mismos, a
través de una comparacién estadistica y gréfica.

Para realizar la evaluacion estadistica es necesario contar con un marco de
referencia comparativo. Las opciones para generar un marco de referencia son: una grilla de
referencia elaborada por técnicas fotogramétricas (Palleja y Passini, 1984) o topograficas
(Ugrin, 1990) y otra que consiste en un muestreo de puntos caracteristicos del relieve para
comprobar el grado de ajuste con el modelo generado.

Como en este trabajo los datos originales tienen una distribucién irregular, al
utilizarlos como referencia no permitirian realizar una apropiada comparacion estadistica con
las grillas regulares generadas por cada método de interpolacion. En el caso de intentar
superponer un muestreo irregular de datos con la grilla regular generada, se podrian evaluar
solamente los puntos coincidentes con los nodos de la grilla y hasta pueden ser los menos
relevantes del modelo. Como esta comparacién alcanzaria resultados insuficientes para los
objetivos de este trabajo, se construyé un marco de referencia a partir de la generacién de
una grilla de puntos obtenidos por alguno de los métodos de interpolacion intervinientes en
este trabajo, que represente con la mayor fidelidad la restitucion.

La eleccion del método de interpolacion para generar la grilla de referencia, se
realizé a través de una comparacion grafica de las curvas de nivel y perfiles topograficos de
cada método con respecto a las producidas por la restitucion. Sobre todos los métodos
experimentados, Kriging obtuvo los resultados mas adecuados para generar la grilla de
referencia, ya que es el método que mejor se ajustd a la restitucion en todos los sectores.

Se generd una grilla de referencia de forma que coincidiera planimétricamente con la
estructura de las grillas generadas. Esto permiti6 aplicar distintos métodos estadisticos
cruzando ambas grillas, para una evaluacién sobre todo el dominio del modelo.

Si bien es cierto que Kriging queda fuera del analisis estadistico para saber cuales
son las discrepancias, igualmente sera estudiado su fundamento teérico, ya que se presenta
como el mas interesante debido a las operaciones que realiza su algoritmo de interpolacion.

El otro tipo de evaluacion de los MDT mediante la comparacién gréfica, se realizé a
partir de las curvas de nivel y perfiles topograficos generados por cada metodo de
interpolacion. Para este caso se utilizaron como referencia las curvas de nivel de la
restitucion, ya que la experiencia del operador fotogramétrico produce confiabilidad sobre la
calidad de la representacion altimétrica del Cerro Chenque.

El mismo software fue utilizado para la generacién y visualizacion de los modelos

digitales del terreno. Este contiene todos los métodos de interpolacién experimentados en



este trabajo, de los cuales se pueden obtener las grillas generadas con un formato de matriz
de alturas o una lista de nodos con las coordenadas (XYz). Con este software también se
generaron las salidas graficas con imagenes perspectivas y curvas de nivel.

1.3. Origen de los datos
Una restitucion fotogramétrica del area del Cerro Chenque, fue utilizada tanto para obtener
el muestreo irregular de datos (archivo XYZ), como las salidas graficas.

El area tiene una dimensién de 1400 por 800 metros y esta ubicada al norte de la
ciudad de Comodoro Rivadavia en la Provincia de Chubut. La zona fue seleccionada por las
grandes dimensiones de terreno, sus fuertes pendientes y sus variadas formas de relieve,
permitiendo evaluar si los distintos métodos de interpolacion, pueden crear superficies que
se adapten a las diferentes caracteristicas del terreno.

La figura 1 muestra los detalles del relieve del Cerro Chenque, donde el mapa
representa la altimetria a través de la elaboracion de curvas de nivel con una equidistancia
de 20 metros. Con la fotogrametria fue posible definir los distintos rasgos morfolégicos del
cerro, tanto los naturales como los artificiales. Los primeros corresponden a las barrancas
marcadas por los cambios bruscos de pendiente y los cursos de agua temporarios al norte
del cerro. Por otro lado, estan las construcciones artificiales como caminos, sendas y un
sector de la Ciudad que se encuentra al pie del Cerro en la parte sur del mismo.



2. MODELOS DIGITALES DEL TERRENO

El téermino Modelo Digital del Terreno tiene su origen en el Laboratorio de Fotogrametria del
Instituto de Tecnologia de Massachussets (MIT, USA) en la década de los afios 50 y
surgieron con el propésito de acelerar el disefio de caminos mediante el tratamiento digital
de datos del terreno adquiridos por técnicas fotogramétricas, mediante algoritmos para la
obtencion de pendientes, areas, etc.

Existen varias definiciones dependiendo basicamente de cada autor, pero la que se

menciona en los primeros trabajos es la siguiente:

‘Una representacién estadistica de la supefficie continua del terreno, mediante
un numero elevado de puntos selectos con coordenadas (x, y, z) conocidas, en

un sistema de coordenadas arbitrario” (Felicisimo, 1999).

Los MDT pueden generarse en un sistema de coordenadas arbitrario, pero en la
actualidad existen ordenadores con suficiente capacidad de almacenamiento y aplicaciones
informaticas que permiten relacionar el modelo a una proyeccidn cartografica.

Un problema limitante en los inicios fue los datos del terreno adquiridos por métodos
fotogramétricos que podian ser almacenados en poca cantidad, dada la escasa capacidad
de los ordenadores en esos tiempos. Fue por eso que para un mayor desarrollo de los MDT
tuvieron que pasar algunos afios mas. El cambio lo produjo el Harvard Laboratory for
Computer Graphics and Spatial Analisis cuando presenté en 1967 una aplicacion formada
por un conjunto de programas para el manejo de cartografia digital, que contenian algoritmos
de interpolacion para generar mapas a partir de puntos con sus coordenadas (XYZ)
distribuidos irregularmente.

En la actualidad existen una gran variedad de aplicaciones informéticas para generar
MDT, donde cada una presenta distintos métodos de interpolaciéon con varias posibilidades
de salidas graficas y numéricas.

Los MDT son una herramienta valiosa que permiten realizar diversos analisis de la

topografia del relieve, tales como:

La posibilidad del tratamiento numérico de datos, para realizar diversos estudios,

analisis estadisticos y crear nueva informacioén a partir de estos.



Las salidas gréficas, donde es posible obtener ademas de curvas de nivel, perfiles,
distribuciones de pendiente en funcion de la altitud, histograma de alturas para
conocer los desniveles de acuerdo a intervalos de altura prefijados y diversos mapas

tematicos de acuerdo a los requerimientos del trabajo.

Otro aspecto interesante, el MDT puede ser usado por los Sistemas de Informacién
Geograficos (GIS), debido a su manejo de la informacién espacial para construir una gran
variedad de mapas tematicos. Ademas es posible realizar simulacion de procesos mediante
algoritmos que utilizan la informacién de los MDT para generar otros, llamados modelos
digitales derivados. Un ejemplo de esto seria la simulacion de una erupcién volcanica, donde
se podria obtener la probabilidad de que el flujo de lava pase por cada lugar (Felicisimo,
1999).

2.1. Procesos para generar modelos digitales
Tanto en los trabajos publicados por Palleja y Passini (1984), como en el elaborado por
Ugrin (1990), los autores dividen en tres etapas los procesos para generar un MDT:

* Adaquisicion primaria de datos
= Proceso de conversion de datos (Interpolacion)

* Desempeiio o Performance (Fidelidad, Precision)

Los autores mencionados coinciden en los siguientes aspectos:

El método de adquisicién de datos debe adaptarse a las especificaciones de salida
del MDT, que pueden ser identificadas en tres grupos: lineales (curvas de nivel, perfiles
topograficos, lineas de drenaje), cbmputos areales y volumeétricos. La calidad de los datos es
fundamental para lograr un modelo matematico aceptable y también es muy importante que
la distribucion de los datos sea uniforme y con mayor densidad sobre los rasgos
morfologicos del relieve.

El proceso de conversion de datos, consiste en transformar los datos generalmente
distribuidos de forma irregular, en una malla regular a través de un método de interpolacion.
Para la eleccion de un método apropiado se debe tener en cuenta las especificaciones de
salida y ademas tiene que ser adaptado al tipo de distribucion y densidad de datos que
conforman el muestreo, siendo estos la entrada de los MDT.



Mientras que el desempeno o performance, corresponde a la fidelidad o precision del
MDT obtenido, que esta ligado al resultado de la combinacién de los procesos de adquisicion

y conversién de datos.



3. ADQUISICION DE DATOS

La adquisicion de datos del terreno se logra mediante la aplicacion de algin método de
levantamiento lo que implica realizar un muestreo selectivo ante la imposibilidad de levantar
los infinitos puntos que conforman la superficie topografica, pero que a la vez permitan
representar lo mas fielmente posible su planialtimetria.

La adquisiciéon de datos puede ser dividida en dos etapas, una previa conocida como

“clasificacion del terreno”, seguida del “levantamiento de datos”.

3.1. Clasificacion del terreno
La clasificacion del terreno consiste en determinar aquellas zonas que aportan mayor
informacién sobre la morfologia del terreno, son los llamados puntos criticos del relieve:
como cimas, pasos (lugares donde cambia el sentido de la pendiente de concava a convexa)
y fondos de una depresion relativa de la altura. Pero los datos que aportan mayor
informaciéon son los puntos que pertenecen a las llamadas lineas criticas del relieve:
divisorias de agua (en las salientes), lineas de vaguada (en las entrantes), cauces de rios,
barrancas, etc. (Bosque Sendra, 1992).

Esta clasificacién permite definir el tipo de muestreo que represente los detalles del
relieve, donde se decide la cantidad de datos necesarios y los sectores donde hay mayores
indeterminaciones que deben ser densificados para generar un 6ptimo MDT.

3.2. Levantamiento de datos
La eleccion de un meétodo para levantar datos del terreno se realiza después de realizar una
clasificacion del mismo, donde se tiene en cuenta ademas de las dimensiones, la ubicacion,
la precision que requiere el trabajo y la influencia del factor econémico.

Los métodos de levantamiento se dividen en directos e indirectos, los primeros son
aquellos que miden directamente la altitud sobre el terreno; mientras que los métodos
indirectos obtienen los valores numéricos a partir de documentos previos (Felicisimo, 1999).



A continuacién se dan algunos ejemplos:

¢ METODOS DIRECTOS

* Levantamiento topografico
« Altimetria

* |Levantamiento con posicionadores satelitales
« GPS (Global Positioning System)
= |evantamiento hidrografico

¢ METODOS INDIRECTOS
= Restitucion
« Estereo — imagenes digitales
« Estereo — imagenes analodgicas
« Interferometria radar
* Digitalizacion
. Automatica

« Manual

3.3. Procesamiento de los datos
La estructura de los datos cuando provienen de una restitucion fotogramétrica se encuentran
en un formato vectorial, donde cada segmento esta definido por las coordenadas (XY) de sus
vértices, que describen las trayectorias de las lineas y la cota (Z) su altimetria. De este
modo, una curva de nivel queda representada por varios segmentos, donde la misma
almacena una cadena de cotas (XYZ) que se sitian sobre ella a intervalos adecuados
(vértices) no siendo necesariamente iguales, para garantizar la exactitud del modelo y
adaptarse a los finos rasgos morfolégicos del terreno.

La estructura de un vector esta compuesta por:

* Cddigo de funcién: funcidon matematica que utiliza el programa de computacion
para representar el vector.

= (Cddigo de forma: es un identificador que indica que representa el vector, como las
curvas de nivel, caminos, etc.

= Sucesién de coordenadas: el programa almacena los vértices y confecciona un
registro de coordenadas (XYZ).



Luego de clasificar y seleccionar los datos segun su cédigo de forma, se elabora una
densa lista de puntos con coordenadas (XYZ) extraidas de los vértices de los segmentos.

Una vez confeccionada la lista de datos, es necesario realizar un procesamiento de
los mismos para la deteccion de errores. Estos pueden dividirse en dos categorias: los
errores posicionales originados por una deficiente localizacion geogréfica de la cota o de la
trayectoria de la curva de nivel, afectando la situacién en el plano XY, y los llamados errores
atributivos producidos por el operador fotogramétrico al asignar en forma imprecisa Ia altura
de un nodo en el momento de la vectorizacion.

Para buscar los errores atributivos groseros un primer paso consiste en hallar
aquellos datos cuyo valor altimétrico se encuentre fuera de los limites de cota maximo y
minimo conocidos. Una inspeccién visual de las curvas de nivel permite detectar la posible
existencia de alguna cima o depresion puntual originada por la presencia de un dato con un
valor de cota muy diferente a su entorno.

Ademas de la limpieza de errores, en el procesamiento también se realiza un cambio
de formato del los datos para que puedan ser reconocidos por los programas de generacion

de modelos digitales.
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4. METODOS DE INTERPOLACION

Mediante la seleccion de un método de interpolacion se realiza la conversion de datos que
consiste en convertir un conjunto de datos con una distribucion irregular en una malla o grilla
regular.

Ademas de la seleccion de un método de interpolacion apropiado para generar la
grilla, es importante definir la estructura de esta ultima, para que represente de la mejor
forma la morfologia del relieve. Primero se determina la extension del area a modelar fijando
los limites maximos y minimos (XY) de la grilla, esto no implica que los datos que se
encuentran fuera de los limites no intervengan durante el proceso del calculo de
interpolacion. De acuerdo a los requerimientos del trabajo, la grilla puede ser rectangular o
cuadrada, dependiendo de la equidistancia entre nodos que se define de forma que puedan
adaptarse a la morfologia del relieve y al grado de detalle que se quiera representar. Otro
factor a tener en cuenta para definir las dimensiones de la grilla, es de acuerdo a las
necesidades propias de cada método de interpolacién, debido a que cada método para
estimar el valor en un nodo, necesita en algunos casos una cantidad minima de datos de su
entorno.

Los metodos de interpolacion son muy variados y pueden ser clasificados en distintos

tipos. A continuacion se describen algunos grupos (Bosque Sendra, 1992).

Métodos globales y locales:
Se diferencian en la cantidad de puntos de referencia que utilizan para calcular el valor de la
altura en cada nodo de la grilla.

Los métodos globales utilizan todos los puntos de referencia para definir una funcion

g=f (x, y), que represente |a superficie del terreno en toda su extensién. Mientras que los

procedimientos /ocales, emplean para el célculo de la interpolacion los puntos de referencia

que se encuentran en el entorno de cada nodo.

Métodos exactos y aproximados:

En el proceso de interpolacién cuando se calcula la cota Z de un vértice de la grilla, es
posible que alguno de estos coincida con un punto de referencia. En estos casos, los
metodos exactos le asignan al vértice el valor del dato de referencia, mientras que los
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aproximados no tienen en cuenta esta coincidencia y el punto es recalculado, interviniendo

en la interpolacién como parte de los puntos vecinos.

Métodos analiticos y directos
Este tercer tipo de clasificacion es de acuerdo a los procesos matematicos de la
interpolacion, si realizan o no un analisis previo de la variable a interpolar y su entorno.

Los métodos analiticos son los que utilizan los procesos de analisis previo llamados
autocorrelacién espacial. Este procedimiento consiste en determinar en funcion de la
distancia entre datos y la variacion altimétrica de los mismos, una funcién matematica que
se adapte y pueda determinar el entorno del punto a interpolar donde existe autocorrelacion
y de esta forma obtener el valor Z del punto. Este tema sera abordado en la seccién 4.2. Por
el contrario los métodos directos no realizan ningun analisis previo de la variable a
interpolar. Cada método tiene una suposicion diferente para el célculo y en base a ello,

realiza la interpolacion para determinar el valor en todos los nodos de la malla o grilla.

Para realizar la comparacion estadistica de los distintos métodos de interpolacion,
primero es necesario conocer su fundamento teérico, ya que cada uno presenta distintos
algoritmos matematicos.

Los métodos estudiados en este trabajo son:

* Inversa a la Distancia

» Kriging

* Funciones de Base Radial

» Curvatura Minima

= Vecino mas Préximo

= Triangulacién con Interpolacion Lineal
» Superficie de Tendencia
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4.1. INTERPOLACION EN FUNCION DE LA INVERSA A LA DISTANCIA

Este método local y exacto, para realizar la interpolacion de un punto o nodo de la grilla,
presupone que son los puntos de referencia mas proximos los que tienen las alturas mas
parecidas y adema&s, que esta semejanza disminuye con la distancia entre el punto
calculado y el de referencia (Bosque Sendra, 1992). Por lo tanto, el valor del punto a
interpolar se estima asignando pesos a los datos del entorno en funcién inversa a la
distancia que los separa del punto en estudio. Se establece entonces, que los puntos mas
cercanos tienen un peso mayor en el calculo, aunque la relacién no tiene por que ser lineal y
de este modo los puntos de referencia mas alejados tendran una influencia infima en el
calculo del valor a interpolar.

La férmula general de la interpolacién en funcion inversa a la distancia es:

% _Zj(zj W'g )
‘ Zj Wif

z,,valor estimado para el punto i a interpolar

z;, altitud real del punto dato
Wij, es el peso asociado al dato j en el calculo del punto i

Los métodos de inversa a la distancia calculan la distancia euclidiana (Dij) entre cada
dato y el punto a interpolar, al establecer una funcién de proporcionalidad entre el peso y |la
distancia.

Existen muchas posibilidades para establecer el peso de cada dato (Wij), entre las

mas usuales estan:

a, exponente de ponderacion

En el supuesto de tener un exponente de ponderacién 1, la influencia de los datos
queda determinada por la distancia solamente, siendo los datos proximos los que tengan
mayor influencia en el calculo, pero los mas lejanos tendran incidencia aunque en menor
medida.

En el caso de utilizar un exponente de ponderacion 2 o superior, restringe en mayor
medida la participacién de los datos, siendo los mas proximos los que estiman el valor Z del
punto a interpolar. Esto produce que sea menor la cantidad de datos que tengan mayor peso

que el caso de un exponente = 1, donde abarcaria un entorno mas amplio.

13



Por lo expuesto anteriormente, para la selecciéon de un exponente de ponderacion, se
debe tener en cuenta el area de influencia que se desea para definir la cota (Z) del punto a
interpolar. Generalmente el coeficiente mas usual es 1 o 2, pero cambiar esos valores
pueden generar superficies topograficas diferentes; por tal motivo la selecciéon de los pesos
es un tema de importancia debido que es el punto fuerte del método y en ocasiones se elige
un exponente de ponderacién en forma arbitraria.

Se puede decir entonces que la eleccién de un exponente de ponderacion esta
ligado a la densidad de muestreo, un coeficiente de valor 1 es recomendable en los casos
donde se tiene valores espaciados y de esta forma intervienen en la interpolacion una
cantidad de datos razonable, debido que un exponente 2 o superior generaria que el valor
del punto a interpolar sea similar a uno o dos puntos préximos. Este tipo de peso es
conveniente aplicarlo a los muestreos mas densos donde el entorno de un punto a interpolar
tenga una gran cantidad de datos y es necesario discriminar valores para que no influyan
otros mas lejanos.

4.1.1. Métodos de busqueda

La decisién del radio de busqueda y la cantidad exacta de puntos que intervendran
en la interpolacién, queda a eleccién del usuario, pero de una adecuada eleccion dependen
los resultados de la interpolacion.

Los métodos de busqueda definidos por un circulo son los mas habituales para
definir la vecindad del punto a interpolar, pero también existe la posibilidad de utilizar una
elipse. Estos son usados generalmente en muestreos de datos fisicos (temperatura,
salinidad, etc.), para casos donde los puntos del muestreo tienen mayor similitud en una
direccion concreta y la elipse permite aplicar un mayor peso en el calculo de la interpolacion
de un nodo en una direccion especifica (Golden Software Inc., 1997).

Sobre la elipse se define la dimensiones del los ejes mayor, menor y el angulo de
inclinacién, de acuerdo a la direccién que tienden los datos.

El procedimiento de busqueda de datos puede efectuarse de distintas formas:

Método de busqueda normal: especifica que los puntos de referencia usados para
determinar un nodo de la grilla, seran encontrados por la busqueda de los puntos mas
proximos alrededor del nodo. Los n puntos mas proximos son limitados por el radio de
busqueda (ver figura 2.1).

Un problema derivado de usar la busqueda normal es el denominado efecto de
cluster. En figura 3.1 se observa como el valor calculado para A depende mucho de un
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grupo de puntos muy cercanos entre si y por ello seguramente con alturas muy parecidas,
los que estan numerados del 1 al 4. La forma de evitar este problema es interpolar usando el

método de los cuadrantes (Bosque Sendra, 1992).

Método de busqueda por cuadrante; en este caso, el procedimiento para la selecciéon de
puntos de referencia para calcular el valor del nodo de la grilla, consiste en dividir el area del
entorno al nodo en cuatro cuadrantes (figura 2.2). Donde luego se define la cantidad de
puntos de referencia por cada cuadrante que intervendran en el célculo de |a interpolacion y
de esta forma usar los puntos mas préximos al nodo, que son los que tienen alturas mas
parecidas a éste.

Aplicando el criterio de usar cuadrantes como se ve en la figura 3.2, se puede
observar la solucion al problema (efecto de cluster) planteado por la busqueda normal,
donde se usarian para obtener la altura de A los puntos 3, 5, 6 y 7. De este modo se
asegura que la influencia sobre un punto calculado esté mejor repartida en todo el espacio

circundante lo que, en ocasiones, produce mejores resultados.

Método de busqueda por octante: idem al anterior pero dividiendo el entorno al nodo en
ocho partes. Este método de busqueda resulta un poco dificil de aplicar debido a que se
necesita una gran densidad y distribucion de datos. En el momento que el programa busque
la cantidad especificada de puntos por cada sector, podrian ingresar en el célculo puntos
muy lejanos o seria dificil de aplicar en los limites del modelo, donde los datos estan
ubicados en un sector. Igualmente para estos casos algunos programas permiten indicar la
cantidad minima de datos para la operacion, en el caso de no cubrir todos los octantes o
cuadrantes.

Por tal motivo, es apropiado el uso de cuadrantes, siendo una condicion simple, sin
grandes exigencias y permite cubrir de igual manera la vecindad del punto problema.
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Figura 3.1. Efecto de cluster

Figura 3.2. Solucion el efecto de cluster
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4.2. KRIGING

Al igual que los métodos de interpolacion local el método considera que el valor altimétrico
del punto a interpolar, resulta de los datos del entorno debido a que tienen cotas mas
parecidas, donde los mas cercanos tendran mayor influencia en el célculo y los alejados su
incidencia sera infima.

Como kriging es un método geoestadistico, toma este concepto y parte de la
hipétesis de que la cota Z del punto a interpolar puede deducirse de /a variacién altimétrica
entre datos préximos ubicados a diferentes distancias.

Para representar esa variacion de los valores de Z en forma esquematica, el método
utiliza funciones homogéneas en toda el area que se ajusta a la variacion espacial entre
datos (Felicisimo, 1999). El instrumento que utiliza para esta representacion y obtener los
valores para el célculo de la interpolacién, se denomina vanograma que es un grafico de
dispersion que relaciona los dos conceptos mencionados inicialmente, la variacion
altimétrica entre datos y la distancia que los separa.

A partir de aqui, una vez elaborado el variograma, kriging define algunos parametros
que intervendran en la interpolacién: la representacion de la variacion de Z entre datos,
mediante el ajuste de una funcién matematica y como segundo paso determina la existencia
de autocorrelacion espacial de la variable, cuyo proceso tiene como finalidad determinar el
entorno del punto a interpolar a través de aquellos valores de varianzas minimas entre
datos, que pueden explicar la variacion altimétrica del punto a interpolar.

Luego de definir el entorno y la variacion altimétrica, el variograma obtiene la
asignacion de pesos entre datos en funcion de la distancia, similar al proceso empleado al
método de inversa a la distancia, donde los datos préximos al punto a interpolar tendran
mayor peso en el calculo de la interpolacién, en estos casos la operacion es independiente
para cada dato y el procedimiento se realiza mediante célculos matriciales (Felicisimo,
1999).

La técnica de ajuste de una funcién que represente la variacion espacial de los
valores de Z para determinar el variograma, merece un desarrollo aparte, por lo tanto, en
esta tesina sélo se hace una descripcion somera del procedimiento que utiliza kriging para
definir el variograma, y no se tratara el método para definir una funcién que se ajuste a este.
Golden Software Inc. (1997), recomienda para definir los parametros del variograma
consultar bibliografia sobre geoestadistica como (e.g. Isaak and Srivastava, 1989), donde
describen las herramientas y técnicas necesarias para generar un variograma.

Sobre este tipo de técnicas se puede ver el trabajo realizado por Delgado Garcia J.,
Cardenal Escarcena F. J. y Gomez Molina A. (2002), donde proponen una metodologia
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basada en el empleo de ventanas moviles para la obtencién de parametros del variograma,
mediante la clasificacion del terreno en funcion de los parametros obtenidos para cada
ventana. De esta forma intenta determinar que el variograma represente de una forma
adecuada la variacion altimétrica de los datos que se intentan modelizar.

En el caso especifico del programa Surfer 6.04, incorpora tres componentes y de
esta forma es posible generar mas de 500 posibilidades de combinaciones de modelos de
variogramas. Donde en cada uno de los componentes se puede seleccionar alguna funcion
matematica con diferentes especificaciones de sus parametros.

Para el caso de este trabajo, siguiendo las recomendaciones del Surfer 6.04 se
utilizé la funcién lineal con los parametros por defecto. Este variograma se presenta como el
mas simple que puede ser adaptado a cualquier tipo de variacién espacial. Por no tener los
parametros de alcance y meseta, debido a que la funcién lineal tiene una pendiente continua
que en ningun momento se estabiliza, no puede definir el entorno donde existe
autocorrelacion espacial, pero en la mayoria de la situaciones la meseta del variograma es

aproximadamente igual a la varianza de los datos observados (Golden Software Inc., 1997).

4.2.1. Variograma
El variograma y(h) es un grafico de dispersién con una funcién matematica que relaciona

dos variables: una sobre el eje (x), la distancia entre puntos datos en una direccion concreta
del plano, y en el eje de las (y) mide la variacién altimétrica de una variable cuando sus
valores se observan en puntos que estén separados a una distancia h (Bosque Sendra,
1992).

La construcciéon del variograma consta de dos partes, una experimental conocida
como variograma empirico que representa la variacion real de Z entre datos y la otra parte
que elabora un modelo matematico llamado variograma tedrico correspondiente a la funcion
que mejor se ajusta a esa variacion de Z para su representacion estadistica.

Para el calculo del variograma existen varias ecuaciones, la mas general se expresa
mediante el variograma clasico segun Golden Software Inc. (1997):

- 282

2N

Siendo Z,,Z,, los valores de una variable en dos puntos del espacio (i, j) que estan

separados a una distancia (h) y donde N corresponde a la cantidad de pares de datos. Para

el calculo del variograma se generan parejas de datos con distancias similares entre ellos,

18



de este modo los pares con menor distancia tendran menor variacion altimétrica y seran los
que tengan mayor peso para obtener el valor estimado del punto a interpolar.

El objetivo del variograma es determinar la forma concreta de autocorrelacion
espacial de una variable, definiendo cuales son los datos del entorno de esa variable donde
existe autocorrelacion.

Definicion:

La autocorrelacion parte de la concepcion basica de relacionar las distancias entre
puntos del espacio con las diferencias de sus valores altimétricos. La autocorrelacion intenta
determinar si el valor (z) de una variable en un lugar del espacio hace mds probable o menos
que ese mismo valor ocurra en su entorno. En el caso que el valor de la variable pueda

ocurrir en lugares cercanos existe autocorrelacion. (Bosque Sendra, 1992)

Este procedimiento que implementa kriging es similar a los métodos de busqueda
que define el usuario, pero en este caso kriging define en forma estadistica el entorno de
aquellos datos que intervendran en el calculo del punto a interpolar.

Para explicar la elaboraciéon del variograma en forma practica se va a tomar un
ejemplo simple’, donde se iran desarrollando los procedimientos para su construccion. En la
figura 4.1 se tiene una serie de siete puntos (a, ...g) que corresponden a la muestra para

generar el variograma y sus valores se observan en la Tabla 1.1.

*g

L e
®.

Alturas y(h)

2 5 B 7 a g

Nk —

Km (h)

Figura 4.1. Valores de la variable “‘alturas’’ en diversos puntos situados en una linea.

! Ejemplo extraido del libro de Bosque Sendra, Sistemas de informacién geografica, Ediciones Rialp, Madrid, p.
195 a 197.
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A partir de los datos iniciales, teniendo en cuenta que el variograma relaciona la
variacion de Z entre datos en funcion de la distancia, el proceso consiste en formar pares de
valores que estén separados a 1, 2, 3 ..... unidades de distancia, a lo largo de una direccion
concreta del plano, en este caso (este-oeste). Recordemos que kriging realiza este
procedimiento en varias direcciones, lo que hace tener la variacion altimétrica del punto a
interpolar alrededor de todo el entorno y evita que solamente tenga la influencia de un
sector.

En la Tabla 1.2 se observa las parejas de puntos separados a 1 km de distancia
(H=1), formando un grupo, el mismo criterio se utiliza para los puntos que estén separados a
una distancia de 2, 3, 4 y 5 km mas alla no existen puntos con una separaciéon superior.
Sobre cada grupo se obtiene su variacién altimétrica y como se puede observar en los
resultados, aquellos datos con menor distancia son los que tienen varianzas minimas,
siendo las variables que puedan explicar el valor del punto a interpolar.

La Tabla 1.3 muestra los valores y (/) del variograma empirico, con las dos variables

para estimar el valor de la cota Z del punto a interpolar, como son la variacion altimétrica de

un conjunto de datos y la distancia que los separa, que estan representados en la figura 4.2.

Tabla 1.1. Valores iniciales

Punto Altura [Distancia

1

5

w|=mja|0|T|
o|~o|onfP sl w
||| |WIN

Tabla 1.2. Calculo del variograma

H=1 ' H=2 H=3
z, z; |(z - z}.)z 2, z, |(z- zj.)2 z, z; |(z,- zj.)2
a:3 b:4 1 a3 c:3.5 0.25 a:3 d:5 4
b:4 c:3.5 0.25 b:4 d:5 1 b:4 e8 16
3.5 d:5 2,25 3.5 e8 20,2 c.3.5 f.7 12,2
c:5 e8 9 d:5 f.7 4 d:5 g6 1
e:8 | &7 1 e 8 g:6 4
f.7 g6 1
> =145 > =2945 Y'=332
H=4 H=5 —
Z; zf (zi_z:')z Z; Z; (zf'__z:' §
a3 e8 25 a.3 f.7 16
b:4 f:7 9 b:4 g6 4
c:3.5 g6 6,25
3 = 40,25 > =20
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Tabla 1.3. Resultados

=2 E=u)

2N

1.2

2.9

4.2

6.6

b WIN]=

5

Una vez hallado el variograma empirico se puede ajustar a los puntos que conforman

el mismo una funcion matematica, que en el caso del Surfer 6.04 presenta siete opciones:

Esférica, Exponencial, Lineal, Gausiana, Efecto ondulacién (Hole Effect), Cuadratica y

Cuadratica racional, que definen finalmente el modelo matematico llamado varniograma

tedrico que mejor se ajusta a los datos observados y representa su variacion altimétrica.
Segun Delgado Garcia, Cardenal Escarcena y Gémez Molina (2002), del variograma
se deducen algunos parametros fundamentales: como el entorno de cada punto a interpolar

donde existe autocorrelacion espacial y el tipo de datos que se tiene. Ademas el variograma

tedrico se utilizara para el calculo de asignacion de pesos a cada dato.

Meseta |- ————————— ' o Variograma tedrico
! //‘ ] £ Variograma empirico
1| S
| " |
5.]= /
E < ‘i '; . |
2
2l /
2 |al /
<L 2+ / |
4 ;
/.’ § |
1/14 |
|
T T ! T T T
£ B 3 4 5 6 g E
Km ¢h)

Figura 4.2. Variograma de la variable “alturas”
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La funcion matematica que mejor se ajusta a los datos para representarlos,
corresponde en este caso al modelo Esférico y su ecuacion es:

3h W
-2 e

y(h)=c , sih>r
En este modelo esférico se distinguen varios parametros esenciales para la

descripcion de cualquier variograma:

Alcance (r): esta definido como la distancia (h) a partir de la cual el valor de (k) se

estabiliza e indica la existencia de autocorrelaciéon espacial de la variable y define la
distancia del entorno de cada punto a interpolar. Por lo tanto, la autocorrelaciéon esta solo
dentro del alcance (r) del variograma y mas alld no existe autocorrelacion de las variables

con el punto a interpolar.
Meseta o sill (c): es el valor estable de y(h) y coincide precisamente con el valor de la

varianza normal de esa variable.

La nube de puntos y la funcion matematica que mejor se ajusta a esos datos esta
dividida en dos partes:

Una es la pendiente que asciende desde el cero hasta la meseta y de acuerdo a su
pendiente se puede distinguir que tipo de variable se tiene. Si la pendiente es muy fuerte, la
variable es poco continua, es decir, cambia de valor rapidamente en distancias reducidas. Si
por el contrario, la pendiente es suave indica que la variable es continua, debido que su
valor no varia en distancias cortas.

La otra parte es la horizontal que estd mas alla del alcance y como se indicé
anteriormente representa los puntos que estan fuera del entorno de la variable a interpolar,

donde no existe autocorrelaciéon espacial.

4.2.2. Calculo de las ponderaciones

Luego de ajustar una funcién matematica a los datos obteniendo el variograma
tedrico, del mismo se obtienen los valores para la asignacion de pesos a los datos del
entorno del punto a interpolar donde existe autocorrelacion espacial.

El célculo de asignacion de pesos se realiza en forma matricial para cada dato, se

aplica de acuerdo a la distancia del punto a interpolar y la distancia entre datos, ambos
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valores se estiman a partir de los valores del variograma por métodos de calculo matricial
(Bosque Sendra, 1992).

Una vez calculadas las ponderaciones de cada lugar se puede obtener la
interpolacion en ese punto mediante la ecuacién:

Z = Z}_ij &y
siendo W_g. la matriz de ponderaciones calculada para el punto de calculo x y Z el valor de

la altura en el punto muestral j.
Igualmente se puede determinar el error estadistico que afecta a la interpolacion en

ese punto Error(Z,), calculado mediante la ecuacion:
Error(Z,) = 2.V -;V(Dg.)

siendo ;y(ij) el valor del variograma tedrico para la distancia ij que separa el punto

calculado x de cada punto muestral j.

Finalimente se puede considerar que es destacable de kriging, la utilizacion del
variograma para definir la existencia de autocorrelacion espacial en forma estadistica y
determinar entonces cual es el entorno del punto a interpolar y mas alla de este, los datos
no tendran influencia en el cdlculo. Como segundo aspecto la asignacion de pesos en
funcion de la distancia, para que los datos mas préximos que tienen valores similares tengan
mayor influencia en la interpolacion.

Una de las dificultades que presenta el método, es el hecho que puede resultar dificil
determinar una funcién que se ajuste a la variacioén altimétrica entre datos y determinar las
constantes, donde una mala elecciéon puede producir grandes errores.

Otro inconveniente que surge es el hecho de utilizar la varianza entre datos y una
funcion estadistica que los represente, el método puede suavizar los cambios bruscos de

pendiente o lineas de drenaje.
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4.3. FUNCIONES DE BASE RADIAL

El método de Funciones de Base Radial contiene un diverso grupo de interpoladores, que
utilizan una ecuacion de base dependiente de la distancia entre el punto interpolado y dos
datos del entorno. Estas ecuaciones base son diferentes funciones sobre las cuales se debe
seleccionar una para el proceso de interpolacion. Todos los métodos de Funciones de Base
Radial tienen la propiedad de ser locales y exactos interpoladores, por lo tanto, en el caso
que un nodo de la grilla coincida con un dato del muestreo se le asigna el valor de este
ultimo.

El valor de Z estimado del punto a interpolar x, se expresa de la siguiente forma:

Zx, = Zal 'F(df)
1

donde F(d;) es la funcién base radial que debe seleccionar el usuario del grupo que ofrece el
método y a,los coeficientes obtenidos de la resolucion de un sistema lineal de n ecuaciones,
siendo n el nimero de datos préximos que intervienen en el calculo de la interpolacion de xo.
Para la seleccion de una funciéon base se optdé por seguir las recomendaciones de
programa Surfer version 6.04 (Golden Software Inc., 1997) y el trabajo realizado por Aguilar
M.A., Aguilar J.F., Carvajal F., Aguera. F. (2002), donde consideran la funcion
Multicuadratica como la que ofrece los mejores resultados, tanto en términos estadisticos
como el comportamiento visual del modelo digital. Esta funcion como las demas contienen
dos parametros, uno es la distancia para determinar el peso que se aplicara a los datos del
entorno cuando se esta interpolando el nodo de la grilla, de esta forma tendran mayor peso
los datos mas proximos del punto a interpolar y el otro parametro es un factor suavizador.

La funcion multicuadratica es la siguiente:
F=-h+R*

Donde h es la distancia entre el dato y el punto a interpolar, que define el peso de los datos
de acuerdo a la distancia que se encuentran del nodo, de esta forma los datos proximos al
punto a interpolar por tener cotas mas parecidas tendran mayor peso en el calculo y los mas
alejados su incidencia sera infima.

El otro parametro que interviene en la funcion es el factor suavizador R?,
universalmente no existe un método para determinar un 6ptimo valor de este coeficiente y

de esta forma lo puede experimentar el usuario. Estos tipos de factores pueden modificar
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sensiblemente la superficie real perdiendo precision y se pueden perder detalles
morfologicos del terreno. Por lo tanto, como en este trabajo se intenta generar modelos
digitales de calidad que puedan adaptarse a las irregularidades del terreno, se recomienda
experimentar el método de Funciones de Base Radial sin utilizar el factor suavizador.

Por ser un método local, para la interpolacion se puede definir un método de
busqueda, como se desarroll6 para método de Inversa a la Distancia en la seccion 4.1.1,
para determinar la forma y cantidad de datos que intervendran en el calculo de la
interpolacion. En este trabajo se utilizan distintos métodos de busqueda para hallar el tipo de

parametros que necesita el método para obtener los mejores modelos digitales.
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4.4. CURVATURA MINIMA

El procedimiento que aplica este método de interpolacién, consiste en dividir el dominio
completo del modelo en celdas de forma rectangular o cuadradas, correspondientes a la
zona encerrada por los nodos de la grilla, y luego dentro de cada celda se define una
funcién que representa la superficie del terreno.

Un problema derivado de utilizar este método son las discontinuidades formadas
entre los bordes de las celda vecinas, para ello se tiene que optar por una funcion que
pueda evitar o minimizar este error (Girardi, 1990).

Para definir una funcién en la que cada celda pueda representar a la superficie, es
necesario realizar un ajuste a las coordenadas XYZ de los cuatro nodos de la celda. Las
coordenadas planimétricas XY estan dadas por la grilla, definida por el usuario antes de
comenzar la interpolacion, pero para el calculo de Ia altura Z de los vértices de la celda, el
método utiliza un algoritmo de funcién inversa a la distancia entre el punto de referencia y el
vértice. Este tipo de interpolacion se realiza en forma independiente para cada vértice,
utilizando la masa de puntos de referencia dentro de un circulo critico, cuyo centro es el
nodo de la grilla.

Una vez hallados los valores de Z, se ajusta a la celda una funcion interpolante,
donde es posible dentro de cada celda definir superficies representadas por funciones:

Lineal, bilineal, polinomial y bicubica.

4.4.1. Interpolacién con un polinomio bilineal
En este caso el método para representar la celda por una superficie define un polinomio
bilineal:
Z=a,+a,-X+a,-Y+a,- XY

Para realizar un ajuste del plano a los cuatro vertices se arma un sistema de
ecuaciones derivando el polinomio. Para la resolucién de estos sistemas es necesario contar
con los datos que son las tres coordenadas (xYz). Como fue desarrollado anteriormente, los
valores de las coordenadas XY se obtienen de la grilla y Z mediante un algoritmo de inversa
a la distancia.

Una vez obtenidos los tres valores, éstos son utilizados para resolver el sistema

determinando los coeficientes (a,,a,,a,) de la ecuaciéon del plano que en la celda

representa la superficie del relieve.
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“El sistema tiene solucién unica lo que asegura que en una grilla regular no existiran
discontinuidades a lo largo de los bordes de las celdas vecinas” (Girardi, 1990).

4.4.2. Doble interpolacién lineal

Este método divide a la celda en dos triangulos en los que se interpolara un plano lineal:

Za=a, +a,X +a,Y
Zb=b,+b X +b,Y
Como el método anterior es necesario conocer los valores de Z de los cuatro
vértices, debido a que X e Y son conocidos al definir la grilla. El calculo de Z se obtiene por
algoritmos de inversa a la distancia de los puntos de referencia del entorno con respecto al
nodo.
Una vez obtenidas las coordenadas planialtimétricas de los cuatro vértices, se puede
resolver el sistema de ecuaciones formado al derivar los polinomios. Obteniendo como
resultado final las constantes de la funcién lineal que representa la superficie topografica en

ese sector triangular generado en la celda.

4.4.3. Interpolacién por funcién polinomial
En este método la funcion interpolante que se ajusta a los cuatro vértices de la celda es un
polinomio de grado 3 de 12 términos. Aplicando este tipo de funciones se logra minimizar las
discontinuidades en los bordes de las celdas, dado que “la condicién de borde obliga que las
derivadas parciales de la funcién segun X e Y, en los limites de las celda, coincidan con las
correspondientes de las celdas vecinas” (Girardi, 1990).

Para determinar la funcién interpolante el método utiliza las coordenadas XYZ de los
cuatro vértices de la celda, como XY estan definidas por los nodos de la grilla solo queda

por conocer Z, para esto el método se divide en dos partes:

» Determinar la altura de los vértices de la celda
* Obtener una funcién interpolante que se ajuste a la celda

Determinacion de la altura de los vértices de la celda

Para obtener el valor de altura de los vértices, el método realiza el calculo en forma

independiente para cada uno. El procedimiento consiste en ajustar un plano al vértice
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utilizando los n puntos de referencia que se encuentran en su entorno, siendo el nodo el
centro del radio de busqueda que define cual sera su entorno que intervendra en el calculo.

El ajuste del plano se realiza por minimos cuadrados donde se forma el siguiente sistema:

Z2,=2+Z, -X,+Z,F,
2, =Z4EZ K VZ,%

Z, =Z+Zx-X,,+Z}, Y,
Donde:

X eY, : diferencia de coordenadas entre el punto de referencia y el vértice.
Z,Z_,Z, constantes de la ecuacion.

De este sistema se tiene que obtener las incégnitas que son las constantes
(Z,Z,.,Z,), pertenecientes al plano que mejor se ajuste al vértice y los puntos de su
entorno.

El sistema expresado en forma matricial es:

L=A-1
gl 1 x, 2
L={ * A=(1 x, y, I=|2Z,
7 1 x, vy, Z,

La resolucién de este sistema para obtener las constantes (Z,Zx,Z y), se obtendra

mediante:
2
z |=(aw 4 (4 w-1L)
Z}’

(n,l) (»,x) (n,l)
Donde W es una matriz de peso, que le asigna a los puntos de referencia el peso en
funcién de la distancia que se encuentran del vértice. Como lo visto en la interpolacion
inversa a la distancia, en estos valores de peso es importante la eleccion de un apropiado

exponente de ponderacion, que define cuales puntos tendran mayor influencia en el calculo.
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Una vez resuelto el sistema en forma matricial quedan determinadas las constantes

del pIano(Z sl y), se introduce en la ecuacion las coordenadas XY del vértice obteniendo

el valor de su altura.

Obtencioén de una funcién interpolante que se ajuste a la celda
La funcion interpolante consiste en un polinomio de grado 3 con 12 términos, 3 para

cada vertice (Z gl y), que nos permitira obtener los coeficientes (Cn) de la funcién:

Z=c,+, Y +eY7 +e,Y? +e, X +ce X +¢,X° + ¢ XY +¢o XV +¢,, XV +¢, XY +¢,X°Y

Como el caso anterior la solucion al problema se obtiene realizando un ajuste por
minimos cuadrados, derivando la funcién presentada anteriormente se obtiene un sistema
de ecuaciones que nos permitird obtener los coeficientes (Cn) de la funcién interpolante,

mediante |a resolucion del sistema en forma matricial:

G = B ~ Z

(12,1) (12,12) (12,1)

C: (¢,¢,,....c,,) 12 coeficientes de la funcion que se ajusta a la celda.
B : al derivar la funcioén interpolante se genera un sistema de ecuaciones que esta expresado

matricialmente en B .
Z:(Z,Z.,Z,) constantes del plano que mejor se ajusta al vértice de cada celda para determinar su

altura.

Finalmente dentro de cada celda de la grilla se define una funcién polinomial que

representa una superficie, la cual posee curvatura minima.
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4.5. VECINO MAS PROXIMO

Partiendo de una distribucion irregular de datos, de los cuales se quiere obtener la cota (2)
de los nodos de una grilla regular, el método de vecino mas préximo, consiste en admitir que
cada nodo se parece, mas que a ningun otro, al punto de referencia mas cercano. Con esta
suposicién, este método de interpolacion para determinar el valor de altura de un punto,
consiste simplemente en asignarle el valor del punto de referencia mas préximo a él. Este
procedimiento se realiza mediante la construccion de poligonos de Voronoi o de Thiessen,
siendo el método de tipo local, ya que interviene un solo punto de referencia en el célculo de
la interpolacion.

Dado un muestreo de puntos de referencia, el método determina sobre cada uno de
ellos areas de influencia sobre su entorno, donde no interviene otro dato y esto se logra
mediante la construccion de los poligonos de Thiessen. De esta forma el valor del punto a

interpolar queda determinado por el poligono que lo contiene.

4.5.1. Poligonos de Thiessen

El concepto de estos poligonos se basa en subdividir la zona que abarca el modelo en un
conjunto de poligonos convexos a partir de los puntos de referencia. La construcciéon de los
poligonos de Thiessen como muestra la figura 5, consiste en: dados dos puntos P;y P
contenidos en un plano, la mediatriz M; del segmento P, P; divide al plano en dos
semiplanos V;y Vj, donde el semiplano V; contiene todos los puntos cuya distancia a P; es
menor que a P, y el semiplano V; contiene el resto (Martinez Marin, 2000).

Considerando que se trabaja con un conjunto de varios puntos, el concepto anterior
se aplica a otros puntos P,, donde cada uno de ellos se asocia a un semiplano V, que
contiene todos los puntos del plano mas cercano a P, obteniendo finalmente poligonos
convexos que cubren toda el area de estudio.

De este modo, a partir de un conjunto de puntos de referencia se establecen los
poligonos que delimitan el entorno a cada uno de ellos, la parte del espacio que esta mas
cerca de él que de cualquier otro. Por lo tanto, cada dato queda asociado y le atribuye al
poligono sus valores altimétricos, ocupando toda su extensiéon. Donde cada nodo de la grilla

0 cualquier otro punto a interpolar le sera asignado el valor Z del poligono que contenga.
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Figura 5.Poligonos de Thiessen

Al tener el poligono en todo su dominio el mismo valor altimétrico, dado por el punto
dato que lo contiene, produce un plano llano, generando en los limites con otros poligonos
un modelo con forma escalonada de acuerdo a sus valores altimétricos.

Esta condicion y el procedimiento de interpolacién no lo hace apto para generar
modelos digitales del terreno de alta precisiéon. Pero igualmente no se debe considerar como
un método inutilizable, donde los poligonos de Thiessen por recomendaciones del Golden
Software Inc. (1997), son apropiados para generar MDT cuando los datos tienen poca
variabilidad altimétrica entre ellos y estan espaciados. Utilizando la propiedad de estos
poligonos de cubrir grandes zonas que toma el valor (Z) del punto de referencia contenido
en su interior y por lo tanto, todos los puntos que estén en el interior del poligono tendran el
mismo valor de (Z).

El caso del ejemplo de este trabajo que tiene una gran distribucién de puntos que se
encuentran muy préximos, contrario a las caracteristica de este método que su fuerte son
los puntos espaciados, por eso es mejor la eleccion de otro método que pueda utilizar mejor
este tipo de muestreo.

Se debe tener en cuenta que este método en principio fue ideado para el analisis de
datos meteorologicos (Thiessen, 1911), pero su empleo puede ser aplicado en otros campos
que no sea generar superficies topograficas. Por ejemplo son utilizados en las zonas donde
se encuentran instalados una distribucion de pluviometros sobre una extensa area, donde la
construccién de los poligonos de Thiessen permite dividir el area donde cada pluvibmetro
tiene su dominio. De acuerdo a los datos que suministra cada instrumento, se puede obtener
la lamina de agua absorbida por cada zona mediante la confeccién de un modelo digital y

poder realizar los andlisis de suelo requeridos.
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4.6. TRIANGULACION CON INTERPOLACION LINEAL

El método es conocido por sus siglas TIN que proviene de su denominacion inglesa
(Triangulated Irregular Network). El concepto que utiliza el método para interpolar, consiste
basicamente en dividir el dominio completo del modelo en triangulos adosados, donde esta
estructura triangular se genera a partir de los puntos de referencia que constituyen los
vértices de los triangulos. Definiendo un plano cada tres puntos no colineales, donde cada
uno de ellos resulta con atributos de area, perimetro, altitud, pendiente y orientacion.
Obteniendo como resultado una red de tnangulos irregulares, que se extiende sobre toda la
superficie del modelo en funciéon de las irregularidades del relieve y de acuerdo a las
caracteristicas de cada plano se puede obtener por interpolacion lineal el valor estimado de
cualquier punto contenido en su interior.

La generacion de un TIN, se compone basicamente de dos partes: la triangulacion
propiamente dicha y la seleccion de puntos que debe usarse como veértices (Felicisimo,
1999).

4.6.1. Triangulacion

Para construir la triangulacién de un conjunto de puntos de referencia distribuidos
irregularmente y obtener una malla triangular lo mas regular posible, donde los vértices que
conforman los triangulos sean los puntos de referencia, es necesario que se realicen una
serie de procedimientos. La gama de posibilidades para formar triangulos en todo el dominio
del modelo es amplia, pero no todas ofrecen los mejores resultados y para evitar construir
estructuras erréneas, los tridngulos que conforman la red deben tener una serie de
propiedades. Por eso, para obtener una apropiada triangulacion, el método mas habitual
para su construccién comprende dos procedimientos, que imponen las condiciones para que
los tridngulos representen la topografia del terreno, primero en la generacion de los
poligonos de Voronoi o de Thiessen y luego la Triangulacion de Delaunay.

Poligonos de Thiessen

Los poligonos de Thiessen definen el area de influencia de un punto de referencia, y su
construccidon se basa en subdividir el area del modelo en un conjunto de poligonos
convexos. Donde cada poligono contiene solamente un punto de referencia del cual toma su
valor altimétrico. (Para un desarrollo mas amplio ver el método de Vecino mas Proximo,

seccion 4.5.1).
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Como el método TIN utiliza los vértices de la triangulacion como puntos de
referencia, este primer procedimiento define el entorno de cada dato sobre el cual tiene
dominio y luego estos poligonos son utilizados para guiar la correcta construccion de la

triangulacion.

Trniangulacion de Delaunay

Una vez obtenidos los poligonos se puede, a partir de estos, construir la triangulacion de
Delaunay. El método simplemente consiste en conectar los puntos de referencia que
comparten un lado del poligono de Thiessen, obteniendo una malla triangular conocida
como Tnangulacién de Delaunay, ver figura 6.1.

Los dos procesos que utiliza el método para construir la red triangular produce que
los triangulos que la componen estén completamente adosados, de forma que puedan
adaptarse a los distintos rasgos del relieve. Para ello, la Triangulacion de Delaunay
construye la red con los siguientes atributos:

= Construir triangulos equilateros, con angulos iguales o préximos a 60 grados.

* Los puntos de la red forman los vértices de los triangulos.

» La estructura se genera de tal manera que los triangulos de la red pueden
estar conectados por un vértice, pero los lados de los triangulos no se

intersectan con otros lados, por lo tanto, no existe superposicién.

* Dado un triangulo A, no existe otro punto de la triangulacion en el interior del
circulo que pasa por los vertices de A.

® Puntos de referencia (Pn)

Paligonos de Thiessen (Vn)

Figura 6.1.Triangulacion de Delaunay

Para un conjunto de puntos dados, la triangulacién tiene solucién unica, excepto en

algunos casos especiales como:
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Los tres posibles vértices de un triangulo son colineales, en tal caso, el algoritmo
debera avisar para que el usuario elimine uno de ellos o si es posible los desplace a otra
direccién.

Cuando cuatro puntos a formar dos triangulos adyacentes pertenecen a una
circunferencia y por lo tanto, pueden existir varias posibilidades de triangulacién. Aqui es

donde interviene la seleccidon de los vértices que el método debe aplicar.

4.6.2. Seleccion de vértices

Sin dudas que el mayor problema de la triangulaciéon es la seleccion de los puntos que
deben usarse como veértices. La forma mas simple de generar una estructura TIN, seria
usando todos los puntos que se tiene como dato. Por ejemplo, para desarrollar este trabajo
se utiliza una restitucién fotogramétrica, con una estructura vectorial donde se usa como
punto de partida para generar el modelo un conjunto de puntos que contiene todos los
nodos de las curvas de nivel como vértices.

Este modelo masivo no es deseable, principaimente por la gran cantidad de puntos y
en la distribucion de los mismos seria necesario construir una red triangular que ocupa
mucho espacio y con varias operaciones de calculo. Donde es posible que muchos de estos
puntos pertenecientes a la red no aporte informacion importante, muchos de ellos provienen
de una digitalizaciéon rutinaria; siendo mas importante los puntos que aportarian una
informacion relevante al modelo como las lineas criticas del relieve: divisorias de agua,
cursos de agua, caminos y cotas puntuales de altitud como cimas.

Para la solucion de este problema el metodo deberia seleccionar una menor cantidad
de puntos pero que sean significativos para el modelo y que pueden representar todo el
conjunto de puntos con el menor error posible.

Los dos enfoques basicos para la seleccion segun Felicisimo (1999) son:

* Hacer una seleccidén de puntos criticos antes de la triangulaciéon de Delaunay, de
modo que los algoritmos que lo generan, conozcan previamente el conjunto
completo de vértices para construir posteriormente un modelo masivo.

» Usar un algoritmo de triangulacién que realice la seleccion de vértices mientras
construye la red.

En el programa Surfer 6.04 se desconoce el método que utiliza para la seleccion de
vertices. Pero a modo de ejemplo el programa CARIS GIS V4.4a, en el caso de que un
vértice se encuentre proximo a otro, este es descartado. Esto es determinado aplicando un

rango de tolerancia por defecto o especificado por el usuario (CARIS GIS, 2003). Entre otras
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opciones este programa permite modificar la propiedad del método de construir triangulos lo
mas equilateros posibles, para evitar perder informacioén en los limites del modelo donde
suele ser dificil cumplir con esta condicion.

Con respecto a la utilizacién de un algoritmo de triangulacion, que realice la seleccién
de vértices, Martinez Marin (2000) presenta un articulo donde propone un algoritmo

procurando definir cada triangulo lo mas regular posible, es decir, el caso éptimo equilatero.

4.6.3. Interpolacién

Una vez obtenida la triangulacion se puede pasar al proceso de interpolacion de la
estructura TIN, como se desarrollé anteriormente la red esta formada por triangulos, donde
los vértices son los puntos de referencia, definiendo cada triangulo un plano cuya ecuacion
esta definida por las tres coordenadas (XYZ) de cada punto y de esta forma a través de una
interpolacion lineal se puede obtener la altura de cualquier punto que esta dentro del
triangulo.

Para interpolar un punto P (figura 6.2) el método realiza una interpolacién lineal,
debido que la altura del punto en cuestion varia linealmente dentro del plano definido por los
tres vértices del triangulo (A, B, C) que lo contiene. Por ser TIN un método exacto, en el caso
particular que el punto a interpolar coincida algun veértice, se le asigna la altura de este.

Entones para calcular la altura del punto P, contenido en el interior del triangulo, se

obtiene mediante la ecuacion de un plano:
Z,=4-Y;+B-X;+C

Los parametros A, B y C de la ecuacion del plano se determinan a partir de los nueve

valores conocidos de las coordenadas X, Yy Z en los tres vértices a, by c.
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A, B, C: Puntos de referencia

\ ' P: Punto estimado

X

Figura 6.2. Interpolacion de un punto a parir de la ecuacion de un plano

Una de las caracteristicas para destacar del método, es la utilizacion de los puntos
de referencia como vértices de la triangulacion, lo que permite representar fielmente las
lineas criticas del relieve, cursos de agua, divisorias de agua, cambios bruscos de
pendiente, etc. Siendo una cadena de puntos verdaderos, cuando en otros métodos serian

recalculados con valores del entorno.



4.7. ANALISIS DE SUPERFICIE DE TENDENCIA

Este método de interpolacién también llamado polinomio de regresién, utiliza para generar
Modelos Digitales del Terreno un procedimiento global. Por ser un método global toma todos
los puntos de referencia para definir una funcién Z = f (X o ) que representa la superficie
del modelo en su totalidad. Esto se logra ajustando un polinomio de grado 1, 2, 3 o incluso
superior, a los valores de las alturas Z (que es la variable dependiente) en funcion de las
coordenadas X e Y, todas ellas referidas a los puntos de referencia que actian como
variables independientes.
La ecuacion para representar el modelo puede ser:

* Lineal Z(X,Y)=a+bX +c¥
* Bilineal Z(X,Y)=a+bX +cY +dXY
= Cuadratica Z(X,Y)=a+bX +c¥Y +dXY +eX* + fY*

= Cubica Z(X,Y)=a+bX +c¥ +dXY +eX? + f¥* + gX?Y + hXY? +iX? + jY°

Por ser un procedimiento global que proporciona una descripcion sintética de la
superficie, no fue evaluado con la misma rigurosidad que los métodos locales, por lo tanto,
el objetivo fue analizar las funciones que puede producir y encontrar los parametros para
generar el modelo apropiado para representar la superficie topografica.

“Este método resulta, generalmente, inapropiado para la generacion de MDE? debido
a que, o el terreno es muy irregular y la funcion no puede representarlo, o el nimero de
puntos a interpolar es tan grande que la determinacion de los coeficientes de la funcion
global es imposible o inestable” (Girardi, 1990).

Teniendo en cuenta la cita mencionada, se baso la experimentacion de este método,
donde surgio otro inconveniente a los elementos presentados y se produjo con la utilizacién
de las coordenadas planas (XY) del muestreo. Por ser coordenadas en Proyeccion Gauss-
Krlger, son valores muy grandes e influyeron también en la generacion de estas funciones
inestables, que proporcionaron superficies que no representaban a los datos iniciales.
Considerando que para obtener el valor de los coeficientes de la funcién es necesario
resolver un sistema de ecuaciones que lleva un largo proceso y donde generan matrices de
grandes dimensiones de acuerdo a la cantidad de coeficientes que tenga la funcion,
posiblemente este tipo de valores planimétricos produjeron inconvenientes en la resolucién
del sistema, siendo un elemento mas a tener en cuenta que intervino negativamente en la

determinacion de los coeficientes.

* El autor define al MDE (Modelo Digital de Elevaciones) como una representacion digital del relieve del
terreno, donde quedara restringida a una reproduccion de la altimetria o elevaciones del terreno.
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En la busqueda de una solucion para evitar este tipo de funciones, en primer término se
utilizé un numero minimo de datos, pertenecientes al muestreo C que contiene 380 puntos
criticos del relieve (ver seccion 6.1.3), con el fin de aliviar la resolucion del sistema de
ecuaciones para determinar los coeficientes. Con el mismo objetivo, en un segundo aspecto,
se modifico el sistema de referencia, donde se tomé la esquina Sudoeste del modelo
(3384000 E, 4920400 N) como el origen de coordenadas y asi, tener variables pequenas
que no dificulten la operacion. Esto mejoré notablemente los resultados construyendo
modelos mas representativos.

Teniendo en cuenta estas condiciones es recomendable el uso de un muestreo con los
datos mas representativos y de variables pequefnas, principalmente XY para aliviar el
proceso de calculo en la resolucion del sistema de ecuaciones y asegurar la obtencién de
una funcién que se ajuste a los datos de referencia.

Considerando la forma del relieve que constituye el Cerro Chenque, se establecié
que de los cuatro polinomios de regresion que ofrece el método, la cuadratica y cubica por
sus caracteristicas eran las unicas que podian adaptarse a las irregularidades del relieve y
generar el modelo mas representativo.

En la figura 10.9 se presenta el modelo digital del terreno y las curvas de nivel obtenidos
mediante la superficie de tendencia cubica, utilizando el muestreo irregular C con 380
puntos.

Realizando una inspeccién visual de la imagen perspectiva y las curvas de nivel
obtenidas a partir del modelo, se observa una version simplificada de la realidad muy
suavizada, donde la superficie de tendencia cubica no pudo adaptarse a las irregularidades
del terreno.

Usando una de las opciones del programa SURFER 6.04, el mismo permitié obtener los
coeficientes del polinomio seleccionado y de esta forma poder analizar en forma numérica el
ajuste de las funciones cuadratica y cubica, respecto a los datos del muestreo.

Los parametros para evaluar la calidad de las superficies, se realizaron mediante el
Error Cuadrético Medio (ECM) y el coeficiente de determinacién (R°), este ultimo
considerado como el mas importante para este caso en particular. Donde mide el grado de
ajuste de la funcion obtenida respecto a los datos iniciales del muestreo, los valores

obtenidos se encuentran entre 0 <R? <1, cuando R? tiende a cero, el ajuste de la superficie
generada con los datos es pésima y cuando se acerca a 1 es excelente. En la practica se

dice que el ajuste comienza a ser razonable cuando el valor es mayor que 0,8.
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En las experiencias realizadas se obtuvieron los siguiente resultados:

COMPARACION - (Zi) DE CADA MUESTREO vs (Z) ESTIMADO
MUESTREO C (380 PUNTOS)

Funcién CUADRATICA CUBICA
ECM 31,52 20,53
R? 0,93 0,93

ECM : Error cuadratico medio
R?% Coeficiente de determinacién

De acuerdo a los resultados obtenidos tanto en forma grafica como numeérica se
desprenden algunas conclusiones:

Los valores obtenidos por el coeficiente de determinacién en ambos casos R? = 0,93,
se acerca a 1, lo que indica un buen ajuste de la superficie de tendencia respecto a los
datos iniciales. Y a su vez, esto afirma que para evitar funciones inestables es necesario
inevitablemente utilizar la menor cantidad de datos y que en lo posible sean los mas
caracteristicos de los aspectos topograficos del relieve.

Las dos ecuaciones de plano experimentadas , cuadratica y cubica practicamente no
presentaron diferencias para este caso, teniendo el mismo grado de ajuste, pero la segunda
tuvo levemente un menor ECM.

A pesar de haber tenido un buen grado de ajuste R? con un valor muy cercano a 1,
este método no se debe tener en cuenta cuando se desea representar un modelo digital del
terreno fielmente al real. Debido que estos polinomios por ser globales permiten representar
superficies de tendencia continuas en todo la extension de su area y por lo tanto, generan
un modelo muy suavizado y en general poco realista, proporcionando una descripcion
sintética de la superficie topografica. Este tipo de modelos generados se produce debido a
que la topografia del terreno es muy irregular y una funcién no puede representar las
variaciones del relieve con sus altos y bajos.

Este método no resulta apropiado para representar modelos digitales de buena
calidad, se debe pensar su aplicacién, en los casos donde todo el dominio del modelo posee
una minima variacion espacial de las variables que lo conforman, la cual puede ser
representada adecuadamente por la superficie de tendencia. En este caso es posible
observar el tipo de variables que se tiene o a que tienden los valores de un conjunto de
datos.
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5. DESEMPENO O FIDELIDAD

La construccion de un MDT de buena calidad y que represente con la mayor precision la
topografia del terreno, depende fundamentaimente del tratamiento de dos etapas. Esto se
refiere primero a la adquisicién de datos y luego al proceso de conversién de datos a través
de algoritmos de interpolacion.

Sobre la adquisicion se debe lograr una buena densidad y distribucion de datos yen
lo posible la medicién de los mismos con la mayor precision, determinando aquellos puntos
y lineas criticas del relieve.

La otra etapa, la de conversion de datos, esta referida a los métodos de interpolacién
que deben seleccionarse de acuerdo al tipo de datos obtenidos en el primer paso y a los
requerimientos de salida. En este proceso es importante tener en cuenta las caracteristicas
operacionales del programa, ya que puede existir diferencias en la cantidad de opciones y
parametros para definir cada método de interpolacion.

Para realizar esta experiencia fue seleccionado un cerro de grandes dimensiones,
donde la captura de datos se realiz6 por técnicas fotogramétricas que permitieron adquirir
una gran densidad de informacion sobre toda la extension del terreno.

El area corresponde al “Cerro Chenque”, ubicado en Comodoro Rivadavia, Provincia
de Chubut. La zona seleccionada tiene 1400 metros en direccion de la (X) por 800 metros en
la direccion de la (Y) y se puede observar en la figura 1.

5.1. METODO

El objetivo de este trabajo es realizar en una evaluacién sobre la fidelidad de varios métodos
de interpolacién para la generacién de modelos digitales del terreno. Las distintas
experiencias fueron analizadas a través de una comparacién estadistica y otra gréfica.

Para realizar la evaluacion estadistica de las grillas generadas por cada método de
interpolacion es necesario contar con un marco de referencia comparativo. En este tipo de
trabajo las opciones para generar un marco de referencia son:

* La confeccion de una grilla con valores altimétricos, elaborada por técnicas
fotogramétricas y de forma que coincida estructuralmente con las grillas generadas
(Palleja y Passini, 1984).

* La utilizacion de métodos topograficos como la taquimetria para el levantamiento de
datos y elaborar una grilla con las mismas caracteristicas que la mencionada
anteriormente (Ugrin, 1990).
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= Otfra posibilidad, consiste en la seleccion de una muestra de puntos de referencia con
una distribucion irregular en distintos sectores del terreno, para evaluar el grado de
ajuste con las grillas generadas.

Ninguna de las tres opciones puede ser aplicada para el caso particular de este
trabajo, debido a que la adquisicion de datos se obtuvo de una restitucion fotogramétrica
cuyos datos tienen una distribucion irregular. Esta disposicion de los datos no es la mas
apropiada para establecer como marco de referencia en la comparacion estadistica con las
grillas regulares generadas por cada método de interpolacién. Al superponer un muestreo
con distribucion irregular de datos con la grilla regular generada, pueden ser evaluados los
nodos de la grilla coincidentes con los puntos de referencia y con la posibilidad de ser los
menos importantes en la morfologia del relieve. Este tipo de comparacion obtendria
resultados insuficientes para los objetivos de este trabajo, siendo una grilla el marco de
referencia mas adecuado. Esto llevdo a crear un marco de referencia obtenido por la
generacion de una grilla de puntos obtenidos por alguno de los métodos de interpolacion
estudiados en este trabajo, que represente con la mayor fidelidad los distintos rasgos
morfolégicos del Cerro Chenque.

La eleccion del método de interpolacion para generar la grilla de referencia se
efectué después de haber estudiado los distintos métodos y de realizar todas las
experiencias. El analisis se realizé a través de una comparacién grafica de las curvas de
nivel y perfiles topograficos generados por cada método con respecto a los producidos por la
restitucion. Sobre todos los métodos experimentados se obtuvieron algunos resultados
satisfactorios, entre ellos se destaca Kriging, Funciones de Base Radial y Triangulacion con
Interpolacion Lineal (TIN). Sobre los dos primeros las diferencias fueron minimas, mientras
que TIN tuvo algunas discrepancias negativas en los limites del modelo. Finalmente se llegé
a la conclusién que Kriging obtuvo los resultados mas éptimos para generar la grilla de
referencia en la comparacion estadistica, por ser el método que mayor adaptacién tuvo a la
restitucion en todos los sectores.

En la figura 7 se pueden observar las curvas de nivel obtenidas por kriging y las
correspondientes a la restitucion.

El procedimiento para el andlisis de comparacion de los diferentes métodos de
interpolacion, consisti0 en realizar varias experiencias con distintas densidades y
distribuciones de muestreo, que generaron varios MDT para su posterior evaluacién. Las
grilas generadas por estos meétodos fueron creadas de forma que coincidieran
estructuralmente con la grilla de referencia creada por kriging.

Las grillas de un MDT son matrices numéricas con valores de altura obtenidos por

interpolacion y el proceso de comparacion consistié basicamente en cruzar la grilla de
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referencia con la generada, obteniendo una matriz con los valores de discrepancias respecto
de la referencia.

El proceso empleado para la realizacion de la comparacién estadistica se dividié en
dos etapas: una consistié en un andlisis global del modelo sobre todas las experiencias y
otra mas detallada sobre los mejores casos de cada método de interpolacion para
determinar discrepancias en forma localizada.

Se determind que las grillas regulares generadas con una equidistancia de 20 m
podian adaptarse fielmente al relieve y representar los finos rasgos morfolégicos del Cerro
Chenque. Otro factor que se tuvo en cuenta para definir el tamafio de la grilla, es la
densidad y distribucion del muestreo de datos, debido a que algunos meétodos de
interpolaciéon necesitan para estimar el valor del nodo de la grilla una cierta cantidad de
datos del entorno.

Entonces el area qued6 determinada de la siguiente forma:

Dimensiones 1400 metros (X)
800 metros (Y)

Limites Xmax = 3.385.400 XMiN = 3.384.000
YmMAX = 4.921.000 Ymin = 4.920.400

Grilla 41 lineas cada 20 m en direccion x
71 lineas cada 20 m en direccion y

Puntos 1190 vértices de la grilla

En la segunda etapa de evaluacién de los MDT, se realizé una comparacion grafica
de las curvas de nivel y perfiles topograficos generados por cada método de interpolacion.
Para este analisis visual se uso como marco de referencia comparativo las curvas de nivel
de la restitucién por ser los datos originales. La metodologia de trabajo utilizada en el
Servicio de Hidrografia Naval (SHN), el equipamiento empleado y la experiencia del
operador fotogramétrico® que realiz6 la restitucion garantizan “a priori” la confiabilidad

métrica de la representacion altimétrica del Cerro Chenque.

3 La restitucion fue realizada en la Division Fotogrametria del SHN, por el operador fotogramétrico Juan
Sernadas.
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6. LEVANTAMIENTO ALTIMETRICO DEL CERRO CHENQUE

La adquisicién de datos para generar los distintos modelos digitales, se realizé mediante una
restitucion fotogrametrica, elaborada por la Division Fotogrametria del Servicio de
Hidrografia Naval.

La informacién que se obtuvo de la restitucién sobre el Cerro Chenque son, curvas
de nivel y lineas criticas del relieve, todos estos elementos tiene una salida mediante un

archivo de estructura vectorial para el proceso de extraccion de la informacion.

Datos de vuelo:

*» Focal de camara: 153,12 mm
= Escala de vuelo: 1:20.000
=  Esc. de restitucion: 1:5.000

El trabajo de restitucién se realizd en los siguientes periodos:

* Fecha de vuelo: Octubre de 1999
* Apoyo: Enero de 1999
= Restitucion: Septiembre de 2000

6.1. Tipos de muestreo
Para la evaluacién sobre la fidelidad de los modelos digitales del terreno, el proceso de
muestreo se dividid en tres etapas, para estudiar el comportamiento de los métodos de
interpolacion en la generaciéon de un MDT con distintas densidades y distribuciones de
muestreo.

La cobertura base disponible por |a restitucién para confeccionar el tipo de muestreo

es el siguiente:

*« Curvas de nivel con una equidistancia de 20 m, donde la cota maxima es de
200 m producida en los picos del Cerro y la minima de 20 m.

* Una gran cantidad de barrancas, fundamentales para el modelo debido que
marcan los cambios bruscos de pendiente.
= Cursos de agua temporarios que se encuentran en el sector norte del modelo,

formando parte de las lineas criticas del relieve.

= Caminos, sendas y calles pertenecientes al sector Norte de la Ciudad de
Comodoro Rivadavia.

Haciendo una clasificacion del terreno para determinar la densidad y tipo de

muestreo, se realizé primero una evaluacion de los elementos disponibles donde fueron
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escogidos, /as curvas de nivel, barrancas y los cursos de agua. Mientras que, los caminos
fueron excluidos para formar parte del muestreo, la obtencion de estos por técnicas
fotogramétricas en lo que se refiere a las cotas de los mismos no es confiable.

Sobre la clasificacion de la informacién capturada de la topografia del cerro, los

muestreos seleccionados fueron divididos en tres grupos, denominados muestreos A, By C.

6.1.1. Muestreo A

El muestreo A esta formado por los datos provenientes de la clasificacion del terreno
desarrollado en el punto anterior, donde fueron seleccionados: curvas de nivel, barrancas y
cursos de agua. Sobre estos se extrajeron todos los vértices de los vectores que
representaban estos elementos y que se encontraban dentro de los limites del modelo (1400
m por 800 m).

Sobre este muestreo se obtuvo una cantidad de 1020 puntos, que forma una gran
densidad sobre la mayor parte del terreno, la distancia entre vértices sobre los vectores
varian debido que tienen que adaptarse a las irregularidades del relieve. La equidistancia de
la grilla es de 20 m y esta distribucion de datos hace que cada nodo de la grilla en el calculo
de la interpolacion posea varios puntos de referencia en su entorno.

En la figura 8.1 se encuentra el muestreo irregular con 1020 puntos, obtenidos de los
elementos proporcionados por la restitucion.

6.1.2. Muestreo B
Sobre el primer muestreo se obtuvieron algunos resultados desfavorables en los limites del
modelo con algunos métodos de interpolacién, que no asignaron valores a los nodos de la
grilla cuando tienen un insuficiente nimero de datos para el célculo de interpolacion,
generando sobre este sector del modelo un plano bajo. Estos casos sucedieron con Inversa
a la distancia, Vecino Préximo y la Triangulacion con Interpolacion Lineal, que por ser un
metodo que no puede extrapolar, en esta zona problematica donde existe poca informacion
no podia triangular y no pudo asignar valores a los nodos de la grilla en cuestion dejando
espacios vacios. Este problema derivd en extender la densidad de muestreo fuera de los
limites del modelo preestablecido para solucionar este aspecto y los nodos del limite a
interpolar tuvieran puntos suficientes en su entorno para realizar la operacion de acuerdo al
meétodo de busqueda especificado y la cantidad de datos indicados para intervenir en el
calculo.

Esto llevo a realizar una segunda densidad de muestreo que abarcaban los datos
que se encontraban hasta 100 m fuera del limite fijado del modelo y funcionara como una

ayuda en esta zona problematica, sin modificar los limites previos del modelo. Debido que el
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programa utilizado en este trabajo permite definir el tamario de la grilla para generar el
modelo y también acepta en el proceso de interpolacion datos externos a los limites de la
grilla.

Para este muestreo se utilizé la misma cobertura base que el anterior, obteniendo
una cantidad de 1374 puntos de referencia y graficamente pueden ser observados en la

figura 8.2.

6.1.3. Muestreo C

En el muestreo C se intenté imponer una mayor exigencia a los procesos de interpolacion,
sobre la totalidad de los puntos de referencia pertenecientes al muestreo B (1314), se
realizé una seleccion de las lineas criticas del relieve. De esta forma se intenté determinar
aquellos algoritmos que con un minimo de datos puede construir modelos digitales de buena
calidad.

La selecciéon de datos se realizé en forma manual, para ello fue necesario realizar
una identificacion de los rasgos morfologicos del terreno, donde se escogieron los datos que
aportan mayor informacion. Los mas relevantes son las lineas criticas del relieve, que para
el Chenque son algunas caracteristicas topograficas que marcan las curvas de nivel, las
barrancas y cursos de agua.

También se realiz6 una seleccion de los nodos de las curvas de nivel, en este caso el
criterio utilizado, fue localizar las lineas criticas del relieve como las divisorias de agua en las
salientes y las lineas de vaguada en las entrantes. Sobre las curvas de nivel también fueron
seleccionados puntos de relleno en los lugares del modelo donde no existia o era
insuficiente la densidad puntos.

Aplicando este criterio se obtuvieron 380 puntos, que representa el 29 % de la
totalidad de los datos (1314, muestreo B). De esta forma se puso a prueba al maximo la
capacidad de los métodos de interpolacion, donde tuvieron que convertir una grilla cada 20
m con datos muy distantes entre si.

En la figura 8.3 se encuentran las posiciones de los puntos seleccionados para el
muestreo irregular y las lineas criticas que posee el Cerro.

A continuacion se presenta la Tabla 2 que contiene las tres clases de muestreo para

desarrollar el andlisis estadistico, estos son:

Densidad de muestreo Grillas (Equidistancia)
Muestreo A 1020 puntos 20m
Muestreo B 1314 puntos 20 m
Muestreo C 380 puntos 20m

Tabla 2. Clases de muesifeo
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Con estas tres diferentes densidades de muestreo, se intenté determinar los
parametros necesarios para utilizar correctamente los métodos de interpolacion y analizar si
con un muestreo de datos caracteristicos se puede construir modelos digitales que se

adapten a la topografia del terreno.
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7. COMPARACION DE LOS METODOS DE INTERPOLACION

A partir de las densidades de muestreo A, B, C, se generaron varias grillas con distintos
métodos de interpolacion. Sobre estos se aplicaron diferentes métodos de busqueda y
parametros especificos de cada uno, de modo que una gran variedad de posibilidades para
construir MDT fueron experimentados. Se generaron un total de 74 grillas, con el objetivo de
analizar los resultados para definir los mejores métodos y los parametros apropiados para
generar un modelo digital de buena calidad.

Cada método de interpolacion tiene una fuerte justificacion matematica que los hace
aconsejables en un caso y no utilizables en otro. Por eso se determiné evaluar con tres
densidades de muestreo distintas, principalmente el muestreo C que tiene una menor
densidad. Esto permitié definir, de acuerdo al tipo de muestreo y los requerimientos de
salida, el método de interpolacion apropiado.

El programa usado en este trabajo permitid guardar las grillas generadas con un
formato de matriz de alturas, que fueron utilizadas mediante distintos métodos estadisticos

para evaluar sus discrepancias con la grilla de referencia.

7.1. Experiencia con el muestreo A
A partir del muestreo irregular con 1020 puntos, se generaron varias grillas, utilizando los

siguientes métodos de interpolacion:

METODO DE INTERPOLACION EVALUACIONES (E)
Inversa a la distancia (exponente de ponderacion 1) EO1 a EO7
Inversa a la distancia (exponente de ponderacion 2) EO8 a E14
Triangulacion con interpolacion lineal E15
Vecino proximo E16 aE18
Minima curvatura E19
Funciones de base radial (Multicuadratica) E20 a E24

Tabla3. Experiencia A

Para este caso se utilizd en todas las experiencias el muestreo irregular de 1020
puntos, donde todas las grillas tienen una equidistancia de 20 m, coincidente con la
estructura de la grilla de referencia para posteriormente ser comparadas.
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Los métodos de busqueda aplicados fueron los siguientes:

METODO DE BUSQUEDA RADIO DE BUSQUEDA (M) PUNTOS INTERVINIENTES

Todos todos
Normal 200 12
Normal 100 ' 8

Cuadrante 800 1punto/cuadrante

Cuadrante 800 2punto/cuadrante
Octante 800 1punto/cuadrante
Octante _ 800 2punto/cuadrante

Tabla4. Métodos de buisqueda aplicados

En el método de /nversa a la Distancia se aplicaron distintos exponentes de
ponderacion, con el fin de analizar el peso apropiado para los datos del entorno en la
interpolacién de un punto.

El método de Funciones de Base Radial contiene un grupo de varias funciones, pero
solamente se utilizé la Multicuadratica, recomendada por varios autores como la que ofrece
los mejores resultados (Golden Software Inc., 1997) y (Aguilar M.A_, Aguilar F. J., Carvajal y
Aguera, 2001).

7.2. Experiencia con el muestreo B

Los métodos de interpolacion y formas de busqueda, indicados en las Tablas 3 y 4 fueron
usados para realizar la experiencia con el muestreo B, donde se aumenté la cantidad de
datos del muestreo a 1314 puntos. En esta experiencia se contdé con los puntos de
referencia que estaban ubicados en los limites exteriores del modelo, para analizar si estos
datos mejoraban los resultados obtenidos en los limites, que son donde se producen las
mayores discrepancias. Dado el gran volumen de datos se experimenté en el método de

Inversa a la Distancia un exponente de ponderacion 3.

7.3. Experiencia con el muestreo C

En esta experiencia se utilizo el muestreo C, que tiene una cantidad de 380 datos,
representando el 29% del muestreo B. El objetivo es evaluar la eficacia de los métodos de
interpolacion para generar 6ptimos MDT, cuando tienen muestreos menos densificados pero
con datos de los rasgos morfologicos mas importantes del relieve. Entonces se intento
determinar el método de interpolacion apropiado para estos casos, debido a que “Un método

imperfecto de muestreo no puede ser compensado mediante la implementacion de un
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sofisticado método de interpolacion. [. . .] El mejor MDT es aquel que proporciona maxima
definicion del terreno con el minimo de puntos” (Palleja y Passini, 1984)

Con esta densidad de muestreo se pudo determinar cuales son los algoritmos de
interpolacion que pueden construir un MDT que represente las caracteristicas del terreno
con la minima cantidad de datos.

En este caso se utilizaron los mismos métodos de interpolacion que las experiencias
anteriores, pero no se aplicaron todas las formas de busqueda. Quedaron fuera los métodos
de busqueda normal, por los malos resultados en las experiencias anteriores y aquellos que
usan un radio de busqueda de 100 m, por ser un radio pequefio para un muestreo
espaciado. Para el calculo de interpolacion de un nodo de la grilla, el programa podria no

asignarle un valor cuando no encuentre la cantidad de datos necesarios en su entorno.

7.4. EVALUACION ESTADISTICA

Planteadas las diferentes densidades de muestreo y los métodos de interpolacion que
intervienen en este trabajo, a continuacion se describe el proceso para su evaluacién
estadistica.

Para proceder a una evaluacion estadistica global sobre la calidad de los modelos
digitales obtenidos con cada método de interpolacion, se trabajé con todos los nodos de las
grillas generadas. El error global fue establecido entonces mediante una comparacién de las
grillas generadas con respecto al de referencia mediante el calculo del Error Medio (EM), de
las desviaciones entre aquellos y este ultimo.

Sin embargo, el Error Medio puede entregar un valor distorsionado al anularse entre
si las diferencias negativas y positivas, por lo tanto, lo mas habitual es utilizar el Error
Cuadratico Medio (ECM), debido que anula los signos de las diferencias.

Los indicadores de EM y ECM, se calculan de acuerdo a las siguientes expresiones:

W:lze; EMC = uzef
n n

donde, ¢, =Z Z

estimado ~ “ real

Los otros calculos estadisticos aplicados para evaluar las grillas generadas, fueron
los siguientes:

VRMP: valor residual maximo positivo

VRMN: valor residual maximo negativo

N°R > 3ECM: nimero de residuales mayores que 3 veces al ECM

R > 3ECM: porcentaje del nimero de residuales mayor que 3 veces al ECM
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De los parametros mencionados, el EMC es el que mejor define la precision de la
combinacion adquisicion de datos + método de interpolacidn, para la construcciéon de las
grillas; siguiendo en importancia el VRMP y VRMN (Palleja y Passini, 1984).

Del cruce de las grillas generadas respecto a la referencia es importante conocer los
llamados grandes errores en el MDT: “en ausencia de sesgos, los grandes errores se
definen como aquellos cuya magnitud excede el triple del ECM” (Felicisimo, 1999).

Estos errores son de gran interés por mostrar las zonas que resultaron problematicas
para algunos algoritmos de interpolacion, que por algun motivo no pudieron resolver.

Los resultados de las comparaciones con los muestreos A, B, C, con los calculos
estadisticos mencionados se encuentran en las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3. En la Tabla 6 se
observa los histogramas que representan el Error Medio Cuadratico (EMC), de todos los
métodos de interpolacién experimentados con la aplicacion de los diferentes métodos de
busqueda.

Debido a la gran cantidad de grillas obtenidas, producto de diferentes parametros
aplicados con cada método de interpolacion y diferentes densidades de muestreo, se
produjo un total de 74 grillas, siendo un numero suficiente de distintas posibilidades de
generar modelos digitales para su evaluacion.

Aplicar todos los calculos estadisticos sobre todas estas grillas resultaria confuso e
innecesario, por ello a partir de los valores obtenidos mediante el Error Medio Cuadratico
(Tablas 5.1, 5.2 y 5.3), indicado por varios autores como el mejor parametro para evaluar la
calidad de los MDT, por lo tanto, fue apropiado para hacer una seleccion de los mejores
casos obtenidos por cada meétodo de interpolacion con los distintos muestreos.

Donde las grillas seleccionadas fueron las correspondientes a los test. E28, E46,
E48, ESO, E51, E66 y E75.

Sobre estas grillas fueron analizadas sus discrepancias en forma mas detallada, si
bien el EMC es el mejor parametro para definir en forma global la calidad de los MDT, fue
necesario conocer el origen y la localizacién de los sectores de la malla generada donde
tuvo las mayores diferencias y también identificar donde se produjeron las menores
discrepancias.

La finalidad de este estudio fue determinar la causa del problema para aplicar la
posible solucién y en caso contrario conocer donde y que tipo de discrepancias se
produjeron. Para determinar las debilidades cuando son usados en ciertas zonas
problematicas o las fortalezas de cada algoritmo de interpolacion.

Para obtener los resultados de las diferentes discrepancias en cada nodo de la grilla,
se dividieron por clases de error respecto a la grilla de referencia. Obteniendo ademas de
valores numéricos reflejados en la Tabla 7, se realizé un grafico de las grillas con la
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localizacion de estas clases de error en las figuras 9.1 y 9.2, para visualizar el
comportamiento de las grillas en todo su dominio.
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8. REPRESENTACIONES GRAFICAS

8.1. Imagenes Perspectivas
En la figura 10.1 se presentan las imagenes perspectivas del modelo digital del terreno,
obtenido a partir de la grilla de referencia (kriging) utilizado en el calculo estadistico.

Las imagenes de las figuras 10.2 a 10.9 corresponden a los mejores resultados
obtenidos con cada método de interpolacién. Si bien, algunos casos no estuvieron entre los
mas destacados de este trabajo, la finalidad fue observar las caracteristicas de los modelos
digitales generados por cada método. En ellos se pretendié visualizar si pudieron
representar los rasgos morfolégicos del terreno y con que grado de detalle lo realizaron,
como las lineas estructurales, estas son: lineas de drenaje, divisorias de agua o los cambios
bruscos de pendiente como los producidos por las barrancas.

Las imagenes mostraron distintas vistas del Cerro Chenque para analizar todos los
sectores, donde se busco la forma de resaltar los rasgos morfologicos del relieve.

Para observar los rasgos del terreno es fundamental en la presentaciéon del MDT, la
ubicacion del punto de vista del observador, sobre el cual es necesario discernir tres
cuestiones: la primera es definir en que direccion se dirige la mirada (Norte, Sur, Este,
Oeste, o alguna intermedia); la segunda cual es la distancia con que se visualizara el
modelo; y la ultima corresponde a la altura sobre el plano base de relieve representado,
donde se situa el observador. _

La direccién de observacion es importante, pues los distintos relieves pueden cubrir
los sectores que se encuentran situados detras y esto es lo que produce una representacion
realista del terreno. Ademas es necesario hallar la forma de generar una especie de sombra
en los sectores mas irregulares del modelo para ser destacados, de lo contrario, se observa
una planicie que no es la real.

La distancia desde donde se visualiza afecta al tamano del modelo y a los detalles
del mismo, a mayor distancia del punto de vista, mas reducida se ve la perspectiva.

Finalmente, la altura del punto de vista determina el grado de realce o planicie de la
topografia. De acuerdo a la altura del modelo el punto de vista no tiene que ubicarse muy
elevado, debido a que produce un modelo con un aspecto plano de su relieve y por el
contrario, uno bajo puede suceder que las formaciones reduzcan el campo de vision, por
eso es recomendable ubicar el punto de vista en una altura intermedia.

La combinacién de estos parametros permite generar perspectivas de forma diversas
que muestran los distintos aspectos del modelo y tratando siempre de hallar la posicion que

pueda resaltar los detalles morfolégicos del terreno.
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8.2. Curvas de nivel

Siendo la generacion de las curvas de nivel la mejor representacion altimétrica de los MDT y
ademas permite visualizar los detalles topograficos del terreno, la calidad de los mismos
debe ser analizada en dos aspectos: el primero corresponde a la precision en la altura de las
curvas de nivel; y el segundo, al grado de detalle con el que pueden representar los
pequenos detalles y los finos rasgos morfolégicos. Este ultimo se refiere a las mencionadas
lineas criticas del relieve que para el Cerro Chenque se encuentran definidas en el muestreo
C de la figura 8.3.

La exigencia sobre la calidad de los mapas aparte del método de interpolacion
seleccionado, debe ser de acuerdo a la influencia de algunos factores en la construccién de
las curvas de nivel, como son la densidad de datos y las dimensiones de la grilla.

Sobre el primero, en el caso en particular de este trabajo, a parte del método de
interpolacion usado, tendra mayor exigencia el muestreo B que es mas denso que A y C.
Mientras que este ultimo tiene una menor densidad de datos y seguramente no podréa
representar los detalles topograficos con alta fidelidad, evaluando otros aspectos de acuerdo
a sus caracteristicas.

El otro punto referido a las dimensiones de la grilla definida por la cantidad de filas y
columnas, es importante para la derivacion automatica de las curvas de nivel. Para su
confeccion el programa usado en este trabajo utiliza la misma técnica para todos los
meétodos de interpolacion luego de generar la grilla. La técnica consiste en realizar una
interpolacion lineal entre los nodos de la grilla, siempre sobre los limites de la celda, de esta
forma determina primero los puntos por donde pasara la curva de nivel y luego mediante
trazos rectos las lineas de nivel son graficadas de una celda a otra. Por eso, el espacio entre
nodos de la grilla es otro factor a tener en cuenta, que permite la representacién de los
pequenos detalles. Para este trabajo se utilizé una grilla de 20 por 20 metros, a continuacion

veamos una comparacion de otra de 40 por 40 metros:
Grilla cada 20 m Grilla cada 40 m
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En ambos casos se utilizé el método kriging y como se puede observar la grilla de 20
m permite graficar los rasgos morfolégicos con mayor detalle. Por eso es conveniente
cuando se tienen terrenos muy irregulares y si la densidad de datos lo permite, elaborar la
grilla con la menor distancia entre nodos.

Para mejorar los trazos rectos que elabora el programa existen factores de
suavizacion, la eleccion de este valor es un parametro de gran importancia y en lo posible
tiene que ser bajo, donde valores mas altos pueden modificar fuertemente las lineas
originales. Para este trabajo no se aplicé ningln factor suavizador sobre la derivacion
automatica de curvas de nivel.

Sobre los MDT seleccionados para las imagenes perspectivas, se utilizaron las grillas
generadas para derivar automaticamente las curvas de nivel correspondientes a cada uno.
Para evaluar la fidelidad de estos mapas, los mismos fueron comparados con las curvas de
nivel de la restitucion, el proceso de comparacién consisti6 en superponer ambas
representaciones y las mismas se encuentran en las figuras 11.1 a 11.7.

Para visualizar |a disposicion del relieve se graficaron los perfiles topograficos, sobre
los cuales se debe analizar ademas del ajuste al perfil de referencia obtenido de la
restitucion, el tipo de pendiente y si puede representar las lineas de drenaje, las cimas o
fondos de depresion. Para ello se realizé un corte longitudinal del modelo para evaluar estos
aspectos.
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9. RESULTADOS Y DISCUSION

De acuerdo al método desarrollado, una vez realizadas las experiencias con los diferentes
métodos de interpolacion, el andlisis para evaluar la fidelidad de los mismos se divide en dos
aspectos (Alcala Navarro, 1997):

= Diferencias de caracter estadistico
= Diferencias morfolégicas

La primera comprendié al andlisis de dos cuestiones, en primer lugar se realizd
una comparacion estadistica global del MDT, empleando el indice del Error Medio
Cuadratico (EMC), cuyos resultados se encuentran en las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3. Donde se
pudo definir que parametros, como los diferentes métodos de busqueda y asignacion de
pesos a los datos para el proceso de interpolacibn son los indicados de acuerdo al
muestreo. Para ello se puede ver los histogramas de la Tabla 6, donde muestran el EMC
obtenido con la aplicacion de diferentes parametros en cada método. Recordar que se
trabajé con tres muestreos, donde dos (A, B) tienen un volumen de datos importante y (C)
contiene una seleccion de los puntos caracteristicos del relieve.

En un segundo analisis, sobre los resultados alcanzados en la comparacion global,
se realizé una seleccion de los mejores casos obtenidos con cada método de interpolacién.
Sobre estos se realizé un analisis estadistico mas detallado para localizar las fortalezas y
debilidades de cada uno. Con el analisis de todos los nodos que componen la grilla, tanto en
forma grafica (Figs. 9.1, 9.2) como numérica (Tabla 7), el objetivo era indicar donde se
produjeron las diferentes clases de discrepancias, desde las minimas hasta los grandes
errores. Tratando de explicar en lo posible la cusa que lo produjo y si existe una solucion.

Las diferencias de caracter morfologicas, se establecieron mediante las
representaciones graficas, dado que sobre la imagen 3D (Figs. 10.1 a 10.8) fue dificil
visualizar con claridad algunas caracteristicas del relieve, se tuvo un mayor énfasis sobre
su representacion altimétrica, que son las curvas de nivel. Sobre ellas a través de la
superpocion con las lineas de nivel de referencia representadas en las Figs. 11.1a 11.7, con
el fin de observar |a fidelidad con que las mismas pudieron graficar los aspectos topograficos
del terreno, como las lineas criticas del relieve (divisorias de agua, cambios bruscos de
pendiente y cursos de agua), ademas del grado de detalle para representar los pequenos

rasgos morfologicos.
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Inversa a la Distancia

Sobre este método se realizaron distintas experiencias con diferentes exponentes de
ponderacion y formas de busqueda para hallar los parametros apropiados para una buena
interpolacién. Los resultados del EMC de las Tablas 5.1 a 5.3, indicaron que el parametro

mas adecuado para generar un MDT, fue mediante el uso de:

TEST E28 1 punto / cuadrante peso=1

correspondiente al muestreo B, donde esta forma de interpolacion fue apropiada para los
otros dos muestreos.

Si se observa la Tabla 6 indica que de todos los métodos de busqueda, el uso de
cuadrantes permiti6 una mejor distribucion de los datos vecinos que intervinieron en el
calculo de la interpolacion, aportando informacion en distintos sentidos al punto problema.

La busqueda normal no parecié mejorar la interpolacion sino todo lo contrario y para
el uso de octantes es necesario un muestreo mas denso, debido a que se corre el riesgo que
el programa cuando intente cubrir los octantes pueda ingresar en el célculo datos muy
distantes o pueda tener inconvenientes en los limites del modelo que es la zona mas
problematica, donde los datos estan distribuidos en un sector. Igualmente en estos casos el
programa permite especificar la cantidad de sectores tanto en cuadrantes como en los
octantes, que pueden estar vacios al igual que la cantidad minima de datos por sector para
interpolar, de lo contrario cuando la cantidad de datos indicada es insuficiente, no le asigna
valor a ese nodo.

La utilizacion de un exponente 2 y el uso de cuadrantes obtuvo buenos resultados
con valores de EMC similares a los mencionados inicialmente, pero la interpolacién con peso
2, 3 o superior parece ser apropiado cuando se tiene un muestreo muy denso. Otro tipo de
muestreo menos densificado genera que uno o dos datos tengan mayor influencia en el
calculo y si ambos estan ubicados en el mismo sector se puede generar un efecto similar al
mencionado de cluster. Puede resultar eficiente este tipo de pesos cuando existe un gran
volumen de datos en el entorno del punto a interpolar y en ese caso es necesario discriminar
datos ya que tiene una cantidad suficiente para estimar su valor. Esto se puede observar en
los test E40 y E41 con busqueda normal que no ofrecieron los mejores resultados, pero
dentro de este tipo de busqueda el EMC es menor que un coeficiente de ponderacién 1
como los test E26 y E27.

Tomando el test E28 a modo de ejemplo, por tener los parametros con mejor
adaptacion al terreno, se puede observar en la Tabla 7 y figura 9.1, para realizar un analisis

de las discrepancias producidas en todos los sectores de la grilla, las mayores diferencias se
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produjeron en las zonas menos densas del modelo, por lo tanto, Inversa a la Distancia no
parece ser apropiado con este tipo de muestreos espaciados. Igualmente un 94,4 % de la
grilla tuvo un error inferior a 5m, demostrando que pudo adaptarse a las diferentes
irregularidades del terreno.

Finalmente se puede decir, que la densidad de muestreo define el valor para la
asignacion de pesos y el método de busqueda. En el caso de tener un muestreo
regularmente espaciado, un peso de valor 1 y el entorno del punto a interpolar mediante 1
dato por cuadrante es el mas apropiado. Para muestreos con un volumen mayor de datos se
puede utilizar un exponente de ponderacion 2 o superior y el uso de cuadrantes u octantes,
lo determina la distribucion de datos en el entorno al punto a interpolar.

La derivacién automatica de curvas de nivel como muestra la figura 11.1, se adapt6 a
la utilizada como referencia, representando las caracteristicas del relieve.

El trazado de las curvas de nivel a pesar de mostrar buenos resultados, presento en
sectores que deben ser continuos unas pequenas variaciones, este efecto se produjo en los
lugares del cerro que tienen un muestreo espaciado. La causa posiblemente se genera
cuando se interpola un nodo y pasa al siguiente, pueden cambiar los datos del entorno que
tienen mayor peso respecto de la operacion anterior, produciendo esta minima variabilidad y
la pérdida de continuidad de las curvas de nivel. Sobre este caso en particular se intento
aplicar un factor suavizador para corregir la imperfeccion pero no mejoré la situacion.

En los casos donde se tiene un gran volumen de datos, como la parte oeste del cerro
que tiene la pendiente mas fuerte (ver figura 8.3), el método demostré una alta fidelidad en
trazado de las curvas de nivel. Esto indica que Inversa a la Distancia, necesita muestreos
muy densos para obtener modelos de calidad.

La imagen 3D tomé estas pequefias imperfecciones pero igualmente el modelo
digital generado se asemej6 a la realidad (figura 10.2).

Triangulacién con interpolacién lineal
Las tres distintas densidades de muestreo experimentadas en este método, permitieron
identificar sectores donde el método realiz6 la interpolacion adecuadamente y en otros casos
presentd algunos inconvenientes que dificultan el proceso de la triangulacién, pero son
errores que en algunos casos pueden evitarse.

En el muestreo A quedd en evidencia la zona problematica de los TIN, en los limites
del modelo debido que no pueden extrapolar y en algunos casos cuando se genera la malla
triangular, los sectores del modelo que no cubre, no le asigna valores a esos nodos de la

grilla en particular. Esto produce regiones planas sobre la grilla y no permite el trazado de
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curvas de nivel, observando la Tabla 5.1 indica que con el muestreo A (test E15) se.
generaron 83 nodos sin valores (N° NB). Pero este problema fue solucionado en el muestreo
B que contiene datos fuera de los limites del modelo y permitié extender la triangulacion
sobre todo el dominio del area evitando el inconveniente de la asignacién de nodos sin valor.

De esta forma se obtuvo uno de los mejores resultados entre todos los métodos de
interpolacion, con el test E46, donde tiene un EMC=1 ,93 y con un 96% de los vértices de la
grilla con un error inferior a 5m. El método presenté algunos inconvenientes para triangular
en la parte sudoeste del modelo, siendo la zona menos densa y donde por la mala
distribucion de datos, no estaban las condiciones apropiadas para una buena triangulacion.

En el centro del modelo donde sufre una depresion producto de los dos picos del
cerro, se generd un plano llano por consecuencia que es una zona con datos de valores
altimetricos iguales, pertenecientes a la curva de nivel de 120 m y seguramente con la
incorporacién de puntos acotados se podria haber evitado este inconveniente, el mismo
efecto ocurrié en las cimas del cerro.

Con el muestreo C se lograron muy buenos resultados con un aceptable EMC=3 45.
En el test E66 como muestra la figura 9.2 se repitieron los mismos inconvenientes
mencionados anteriormente, en los sectores con una mala distribucién de datos y la falta de
puntos acotados. Esto indica que el método puede ser usado con muestreos menos densos,
pero con la condicién de mantener siempre una regularidad espacial.

Por los buenos resultados obtenidos, este algoritmo de interpolacion es apto para la
generacion de MDT de precision, mejorando su fidelidad cuando se tiene un mayor
muestreo, pero debe estar regularmente espaciado para una correcta triangulacion,
logrando adaptarse a los pequefios rasgos morfolégicos y a las lineas criticas del relieve.

También ha mostrado ser buen interpolador con muestreos espaciados y donde es
conveniente incorporar puntos acotados, para evitar que se generen sectores planos en los
fondos de depresion o en las cimas.

Las curvas de nivel generadas con este método mostraron alta fidelidad. Al utilizar en
la interpolacion los puntos de referencia como vértices de la triangulaciéon, permitio
representar los finos rasgos morfolégicos. Como el sector H indicado en la figura 11.2 que la
mayoria de los métodos suavizaron y en este caso es similar a la restitucion de la figura 1.

En estos casos el método adquiere mayor precisién cuando se tiene un volumen de
datos importante con una regularidad espacial apto para triangular y evitar la seleccion de
vértices en el proceso de triangulacion.

Sobre la imagen 3D de la figura 10.3, si bien es dificil visualizar los mismos detalles

que las curvas de nivel, mostré bien marcados los rasgos morfolégicos, como las lineas
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criticas del relieve y los cambios bruscos de pendiente, no los suavizé como el modelo de
kriging.

Un aspecto a tener en cuenta para mejorar el rendimiento de este método, es la
inclusion de puntos acotados, para evitar que se produzcan zonas de aterrazamiento como
muestra la imagen 3D (figura 10.3) en las cimas del cerro.

Las representaciones graficas generadas con un volumen menor de datos como el
muestreo C, las curvas de nivel tuvieron una forma mas suavizada (figura 11.6), en cambio,
la imagen 3D de la figura 10.7 no se apreciaron diferencias con la primera, conservando las

mismas propiedades.

Vecino Préoximo

Si bien en el desarrollo teérico del método se indicé los pocos recursos del mismo, debido a
la utilizacion de los poligonos de Thiessen para interpolar, los malos resultados obtenidos
tanto en el EMC como en otros analisis, afirmaron que no es apto para la generacion de
MDT de precision.

Si se observa el test E48 los valores obtenidos en la Tabla 7 y figura 9.1, tuvieron
discrepancias en todos los sectores, pero se aprecia que las menores diferencias se
produjeron en las zonas del modelo con pendientes mas suaves y datos espaciados, que
permitieron una mejor construccion de los poligonos de Thiessen. mostrando una tendencia
sobre que tipo de variables eran necesarias para que el método trabaje correctamente.

Este tipo de método puede ser aplicado con el objeto de resaltar los valores
altimétricos de una serie de datos llanamente espaciados, donde no se debe esperar
precision.

La imagen 3D obtenida presenta un aspecto escalonado, producto de la construccién
de los poligonos de Thiessen, que ademas tienen una forma plana al tomar el valor
altimétrico del dato que lo contiene. El MDT obtenido se aleja de la realidad y donde la

derivacion automatica de las curvas de nivel son muy dificiles de interpretar a simple vista.

Minima Curvatura
Los resultados del EMC muestran que es un 6ptimo interpolador desde el punto de vista
estadistico, donde se destaca que tuvo un ligero menor EMC en el muestreo A que B. Con
respecto a C, no parece el método ser apropiado para muestreos espaciados, indicando que
necesita un gran volumen de datos para obtener modelos de calidad.

Para conocer el tipo de discrepancias del modelo y en los sectores donde los mismos
se produjeron, la Tabla 6 indica que un 89,93% de la grilla tuvo un error inferior a 5 m,
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produciendo los grandes errores en los limites del modelo (figura 9.1), lo que generé que el
EMC no sea menor.

La construccidon de curvas de nivel (figura 11.4) muestran una apropiada
representacion de la altimetria del terreno, adaptandose a las zonas mas altas del cerro, al
igual que el fondo de depresion entre los dos picos del Chenque, donde varios métodos de
interpolaciéon no pudieron representar esta zona correctamente. El Unico aspecto
desfavorable, ocurre con el trazo de las curvas de nivel que produjeron un efecto de
variabilidad similar al método de Inversa a la Distancia. En este caso fue mas potenciado y
ocurrié en todo el dominio del modelo, como el caso de Inversa a la Distancia se aplicé un
factor suavizador bajo para no modificar demasiado la superficie, pero no corrigio las
imperfecciones.

El método ha demostrado ser eficiente en forma estadistica, pero cartograficamente

la derivacion automatica de las curvas de nivel pueden ser cuestionadas.

Funciones de Base Radial

Este método con la utilizacién de la funcién multicuadratica, obtuvo la mayor fidelidad de
todos los interpoladores experimentados en este trabajo, alcanzando resultados similares a
kriging.

Por los valores del EMC en la Tabla 7, el método demostré ser un excelente
interpolador con las tres densidades de muestreo usadas, obteniendo discrepancias
minimas con la grilla de referencia.

Los parametros para definir el entorno del punto a interpolar no influyeron en el
resultado final, si bien el método de busqueda normal (test E51) se destaca como el mejor,
el uso de cuadrantes u octantes obtuvo resultados similares, como indica el EMC en la
Tabla 6.

En la Tabla 7 el test E51 se puede observar con 99,59% de la grilla tuvo un error
inferior a 5 m y solamente un pequefio porcentaje tuvo un error superior en la zona que
posee una mala distribucion, siendo un sector aceptable que pueda producir este tipo de
errores, donde todos los métodos de interpolacion presentaron inconvenientes.

Sobre la experiencia con el muestreo C, el test E70 muestra un EMC=2,98,
obteniendo una calidad superior a otros interpoladores que usaron una mayor densidad de
muestreo. Aunque tiene un 91,2% de la grilla con error inferior a los 5 m, presento
l6bgicamente algunos grandes errores, producidos en las mismas zonas problematicas

repetidos en otros métodos como se ve en la figura 9.2.
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Para las experiencias realizadas con este método de interpolacion no se usé el factor
suavizador, donde se buscé la forma de obtener un MDT de alta calidad y estos factores
suelen restar precision. Dado que no hay ningun método aceptado universalmente para
producir este factor suavizador y lo debe experimentar el usuario, su aplicacion es similar a
la mayoria de los interpoladores, donde un valor elevado produce una superficie muy
suavizada y podria generar un modelo diferente al real (Aguilar M.A., Aguilar F. J., Carvajal y
Agliera, 2001)

Este método demostré generar modelos digitales que se adaptan fielmente a la
topografia del terreno, tanto en zonas altas como a las mas bajas del relieve, produciendo
resultados muy similares a kriging y donde tiene la ventaja sobre este ultimo, que necesita
menos parametros para su aplicacion. Simplemente la elecciéon de una funcién, siendo
recomendada la multicuadratica sobre la cual no hay que definir constantes como kriging y
no requiere un estudio previo. Los métodos de busqueda no presentaron diferencias como
suele ocurrir en otros métodos y queda la elecciéon del usuario en adoptar un factor
suavizador o ignorarlo donde esta ultima opcion produjo excelentes resultados.

El modelo digital producido tiene un alta calidad, donde a través de las curvas de
nivel (figura 11.5) logré adaptarse a los rasgos morfolégicos del terreno. El método tiene la
particularidad que en todos los aspecto de la topografia obtuvo los mismos resultados que
kriging.

El modelo 3D de la figura 10.6 se asemejé a la realidad resaltando las caracteristicas
del relieve, pero al igual que kriging, tendié a suavizar las lineas estructurales como cambios
bruscos de pendiente, etc.

Las experiencias realizadas con el muestreo C, arrojaron resultados satisfactorios
como muestran las lineas de nivel (figura 11.7), indicando que este método es un buen

interpolador con muestreos menos densos.
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10. CONCLUSIONES FINALES

La utilizacion de modelos digitales del terreno para fines cartograficos ofrece alta

confiabilidad.

Los estudios realizados en este trabajo demuestran que la combinacién adquisicién
de datos + métodos de interpolacién obtienen buenos resultados para la construccion de
MDT, con la condicién de saber seleccionar el método y los parametros apropiados, de
acuerdo al tipo de muestreo y los requerimientos de salida.

Los datos deben estar regularmente espaciados, densificados en mayor grado en las
lineas criticas del relieve para forzar el método y asegurar una correcta interpolaciéon. Es
recomendable la inclusion de puntos acotados para evitar efectos de aterrazamiento en los

fondos de depresion o en las cimas.

Las curvas de nivel presentan una éptima precisién en su altimetria y se adaptan a
los finos rasgos morfologicos del terreno, su fidelidad aumenta cuando la densidad del
muestreo es mayor y se adaptan a las lineas criticas del relieve.

Las imagenes 3D ofrecen una adecuada visualizacion global del modelo que se

asemeja a la realidad.

Los mejores métodos de interpolacién para el tipo de muestreos y relieves como el
Cerro Chenque presentados en este trabajo son: Kriging, Funciones de Base Radial e

Interpolacion con Triangulacion Lineal.

De los tres algoritmos mencionados se destaca como el mejor el método de Base
Radial con la funcion multicuadratica que obtiene resultados similares a Kriging, pero su

ventaja sobre este ultimo es la facilidad para su aplicacion y no requiere un estudio previo.

El método de Funciones de Base Radial tiene la opcion de seleccionar un factor
suavizador, donde no existe una regla universal para su determinaciéon y por lo tanto, lo
debe experimentar el usuario. Igualmente ignorando este factor se obtienen excelentes
resultados y nos aseguramos de no crear superficies suavizadas que difieren con la
realidad. El método de busqueda normal ofrece los mejores resultados pero no presenta
diferencias considerables con el resto.
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Kriging es un excelente interpolador pero cuando estamos seguros de usar el
variograma correcto, siendo dificil hallar los parametros apropiados para su aplicacion y crea
cierta incertidumbre si se estd usando la funcién correcta que represente la variacion
altimétrica entre datos en todo el dominio del area .

Un rango ligeramente inferior a los dos métodos mencionados, es la Interpolacion
con Triangulacién Lineal que brinda alta fidelidad y del cual se destacan los siguientes
aspectos:

* No presupone ni exige la continuidad estadistica de la superficie a representar,

ofreciendo mayor seguridad sobre los valores altimétricos del MDT.

* Representar las lineas criticas del relieve (cursos de agua, barrancas, etc.) con

los puntos reales usados como vértices de la triangulacién.

» Construir fielmente los cambios bruscos de pendiente y no suavizar como
realizan Kriging y Funciones de Base Radial.

Es recomendable para potenciar su rendimiento un muestro regularmente espaciado
apto para la triangulacion, con la densificacion de las lineas criticas del relieve y la insercién

de puntos acotados.

Los tres métodos de interpolaciéon cuando trabajan con densidades de muestreos
bajas, generan superficies suavizadas pero por el tipo de entrada los resultados son
satisfactorios. Para estos casos es fundamental que el muestreo contenga las lineas y
puntos criticos del relieve.

El método de inversa a la distancia se adapta a la superficie del terreno cuando tiene
una gran volumen de datos para interpolar.

Para los muestreos utilizados en este trabajo los parametros mas apropiados son:

* meétodo de busqueda: 1 punto por cuadrante
* exponente de ponderacion: 1
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El uso de cuadrantes permite una mejor distribucién en el entorno del punto a
interpolar y en el caso de tener un gran volumen de datos del muestreo, seria conveniente

utilizar un coeficiente de ponderacién 2 o superior.

El método de Vecino mas Proximo no es apto para generar modelos digitales del
terreno de precision, se debe pensar en él, para casos de muestreos espaciados sobre
grandes extensiones de terreno, donde no exista mucha variabilidad altimétrica entre datos
y el objetivo es resaltar esa minima variacién para una mayor interpretacion.

Por ser apropiado para el estudio de terrenos extensos, puede ser usado para casos
donde se toman muestras espaciadas que aportan informacion sobre cierta area de
influencia, como el caso de la utilizacion de pluviémetros para el calculo de laminas de agua
precipitada en el estudio de los suelos.

Los modelos 3D presentan un aspecto escalonado producto de la construccion de los
poligonos de Thiessen, que permiten destacar la altimetria de diferentes zonas. El
comportamiento de las curvas de nivel es dificil de interpretar a simple vista y puede crear

confusion.

El método de Minima Curvatura demuestra oOptimos resultados en el sentido
estadistico, adaptandose tanto en las cimas como depresiones del cerro, pero presenta
inconvenientes en los limites del modelo. En la visualizacion del modelo, el comportamiento
de las curvas de nivel muestran unas ligeras variaciones en el trazo, que pueden llegar a no
ser deseables cartograficamente y donde la aplicacion de factores de suavizacion no mejora
la representacion.

El método se ajusta al terreno solamente al utilizar un gran volumen de datos para

interpolar, no siendo apto para muestreos espaciados.

El método de Superficie de Tendencia genera una funcién sobre todo el dominio del
modelo, que no permite representar las irregularidades del terreno para casos como el
Cerro Chenque, proporcionando una descripcion sintética del terreno. Para aplicar este tipo
de funciones es necesario usar una cantidad minima de datos, donde las coordenadas
planimétricas deben ser valores chicos, de lo contrario es necesario cambiar el sistema de
referencia, debido que estos factores pueden afectar el calculo de las funciones produciendo

modelos muy diferentes al real.
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PRESICIONES DE LOS METODOS DE INTERPOLACION
CON APLICACION DE DIFERENTES METODOS DE BUSQUEDA

D Metros

[ METODO | TEST| BUSQUEDA | RADIO | PUNTOS [ ERROR MEDIO CUADRATICO (EMC)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 98 1
EO1 Todos J— 1020 : ;i
E02 Normal 200 12 :
Inversa E03 Normal 100 8 45
ala | EO4 | Cuadrante 800 1 |
Distancia (1) | EOS Cuadrante 800 2
| E06 Octante 800 1
E07 Octante 800 2
< EO8 Todos pr—— 1020
A EOS Normal 200 12
o Inversa | E10 Normal 100 8 |
w ala E11 Cuadrante 800 1 |
o Distancia (2) [ E12 | Cuadrante 800 z |
- E13 Octante 800 1 2
2 E14 Octante 800 2 |
g Interpolacion Lineal | E15 — — —
s E16 i 800 —
Vecino mas Proximo | E17 — 200 [ :
E18 — 100 — S
Minima Curvatura E19 R i 5|
E20 Normal 200 12 | ]
F. Base Radial E21 Cuadrante 800 1 i
(Multicuadrética) | E22 Cuadrante 800 2
| E23 Octante 800 1
E24 Octante 800 2 |
E25 Todos — 1314 '
E26 ormal 200 12 |
Inversa ._Ez?' ormal 100 8
ala E28 Cuadrante 800 1
Distancia (1) E29 Cuadrante 800 2
E30 Octante 800 1 |
E31 Octante 800 2 ' |
E32 Todos [— 1314 .
E33 Normal 200 12 |
Inversa E34 Norma 100 8 |
ala E35 Cuadrante 800 1
m Distancia (2) E36 Cuadrante 800 2 |
' E37 Octante 800 1
o E38 Octante 800 2 ]
$ E39 Todos pm— 1314 R
- | E40 Normal 200 12 |
» Inversa | E41 Normal 100 8 G|
w ala E42 Cuadrante 800 1
oo Distancia (3) E43 Cuadrante 800 2
s Ed4 Octante 800 1
E45 Octante 800 2 |
Interpolacion Lineal | E46 J— f— —e 1
E47 J— 800 e -
Vecino mas Proximo E48 [— 200 [—
E49 P 100 [—
Minima Curvatura ESO_ J— — p— _
E51 Normal _ 200 12 Il
F. Base Radial ES2 Cuadrante 800 1 3 ]
(Multicuadratica) ES3 Cuadrante 800 2 )
E54 Octante 800 7
ESS Octante 800 2 l]
ES6 Normal 200 12 ) ;
Inversa ES7 Cuadrante 800 1 A
ala ES8 Cuadrante 800 2 |
Distancia (1) ES9 Octante 800 1 I
E60 Octante 800 2 ; ]
Q E61 Normal 200 12 i |
! Inversa E62 Cuadrante 800 1 |
O ala E63 Cuadrante 800 2 |
$ Distancia (2) E64 Octante 800 1
= _ E65 Octante 800 2 ' |
o |_Interpolacion Lineal B [— [— e f [ [ 1 |
w : i EG7 J— 800 EoERE
5 \Vecino mas Préximo Ees — 00 —
= Minima Curvatura E69 [— — — . jl
|_E70 Normal 200 12 |
F. Base Radial E71 Cuadrante 800 1 ]
(Multicuadratica) E72 Cuadrante 800 2
E73 Octante 800 1
E74 Octante 800 2 |
Tabla 6
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TABLA DE FRECUENCIAS

T Frecuencias Frecuencias Frec. Abs. Frec. Rel.
EST Error (m)
Absolutas Relativas (%) | Acumuladas | Acumuladas (%)
£28 <5 2748 94,40 2748 94 40
5a10 163 5,60 2911 100,00
Inv. Dist. 10a15 0 0,00 2911 100,00
1pto./c 15a20 0 0,00 2911 100,00
>20 0 0,00 2911 100,00
£46 <5 2797 96,08 2797 96,08
5a10 114 3,92 2911 100,00
Triangulacién 10a15 0 0,00 291 100,00
Lineal 15a20 0 0,00 2911 100,00
>20 0 0,00 2911 100,00
£48 <5 1732 59,50 1732 59,50
5a10 1008 34,63 2740 94,13
Vecino mas 10a 15 159 5,46 2899 99,59
Préximo 15a20 9 0,31 2908 99,90
>20 3 | 010 2911 100,00
E50 <5 2618 89,93 2618 89,93
5a10 221 7,59 2839 97,53
Minima 10a15 45 1,55 2884 99,07
Curvatura 15a20 15 0,52 2899 99,59
>20 12 0,41 2911 100,00
E51 <5 2899 99,59 2899 99,59
5a10 12 0,41 2911 100,00
F. Base 10a15 0 0,00 2911 100,00
Radial 15a20 0 0,00 2911 100,00
>20 0 0,00 2911 100,00
£66 <5 2582 88,70 2582 88,70
5a10 290 9,96 2872 98,66
Triangulacién 10a15 24 0,82 2896 99,48
Lineal 15a20 9 0,31 2905 9979
>20 6 0,21 2911 100,00
E70 <5 2684 92,20 2684 92,20
5a10 195 6,70 2879 98,90
F. Base 10a15 19 0,65 2898 99,55
Radial 15a20 10 0,34 2908 99,90
>20 3 0,10 2911 100,00
Tabla 7
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